
 شمارش و احتمال                      
  
  
  

توانيد  اگر با اين موضوعات آشنايي داريد، مي. كنيم در اين پيوست، تئوري اوليه تركيبات و احتمال را بررسي مي
  .ها به احتمالات نياز ندارند بعضي از فصل. هاي بعدي بپردازيد به بخش

هاي استاندارد براي شمارش  كند، از جمله فرمول مي، نتايج اوليه تئوري شمارش را مرور 1 –بخش پ 
.  آمده است2 –اصول احتمال و حقايق اصلي مربوط به توزيع احتمال، در بخش پ . ها و تركيبات جايگشت

و واريانس معرفي ) اميد( معرفي شدند، در همين بخش، خواص انتظار 3 –متغيرهاي تصادفي در بخش پ 
. هاي برنولي است كند كه ناشي از مطالعه آزمايش اي و هندسي را بحث مي  توزيع دوجمله4 –بخش پ . شدند

  .كند اي از توزيع را ارائه مي يابد، كه بحث پيشرفته  ادامه مي5 –اي در بخش پ  مطالعه توزيع دوجمله

  شمارش      1-   پ
است  ممكنبراي مثال، . ش كندكه واقعاً شمار  پاسخ دهد، بدون اين"چه مقدار"به پرسش كند  تئوري شمارش سعي مي

در اين . " عنصر متفاوت وجود دارند؟n چند ترتيب از " ، يا " بيتي مختلف وجود دارند؟nچند عدد "بپرسيم 
ها ارتباط دارد، بهتر است  چون بعضي از مفاهيم به مجموعه. كنيم تئوري شمارش را مرور ميبخش، عناصر 

  . را مطالعه كنيد1 –بخش ب 
   ضربقوانين جمع و

هاي جدا از هم يا  توانند به صورت اجتماع مجموعه خواهيم شمارش كنيم، گاهي مي اي از اقلام كه مي مجموعه
ها براي انتخاب عنصري از يكي  گويد كه تعداد راه  ميقانون جمع. ها بيان شوند ضرب دكارتي مجموعه حاصل

 دو مجموعه متناهي B و A يعني، اگر .عه است دو مجمو1از دو مجموعه جدا ازهم، برابر با مجموع اعداد اصلي
|كه هيچ عضو مشتركي نداشته باشند، آنگاه باشند  A B | | A | | B |∪ = . آيد به دست مي) 3 –ب (، كه از معادله +

هاي ممكن براي هر مكان،  بنابراين تعداد حالت. براي مثال، هر مكان در شماره اتومبيل، يك حرف يا رقم است
  .  انتخاب وجود دارد10 انتخاب و اگر رقم باشد، 26 ، زيرا اگر حرف باشد 36 = 10 + 26ست با برابر ا

ها براي انتخاب اولين  ها براي انتخاب زوج مرتب، برابر با تعداد راه گويد كه تعداد راه  ميقانون ضرب
وعه متناهي باشند، آنگاه  دو مجمB و Aيعني، اگر . ها براي انتخاب عنصر دوم است عنصر ضرب در تعداد راه

_____________________________________________________________ 
1. cardinality  

 پيوست
 پ
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| A B | | A |.| B |×  مخلفات 4 طعم بستني و 28براي مثال اگر فروشگاه بستني، . است) 4 –ب (، كه معادله =
28اي با يك پيمانه بستني و يك مخلفات، برابر با  هاي ميوه روي بستني ارائه دهد، تعداد بستني 4 112× = 

  .است
  ها رشته
  : وجود دارد3 رشته دودويي به طول 8براي مثال، .  استSاي از عناصر   ، دنبالهSاي روي مجموعه متناهي  رشته

  
.  استs ، دنباله مرتبي از عناصر متوالي s از رشته ′sزيررشته. ناميم  ميk –رشته  را kگاهي رشته به طول 

 است 01101001 از 3 – ، زيررشته 010براي مثال، .  استkاي به طول  ته از يك رشته، زيررشk –زيررشته 
  . نيست01101001اي از   زيررشته111، اما )شود  شروع مي4 كه در مكان 3 –زيررشته (

شود؛  ها محسوب مي  تاييk از kS به عنوان عنصري از ضرب دكارتيS روي مجموعه k –رشته 
|k تعدادبنابراين، S از نظر .  استk2 دودويي، برابر با k –براي مثال، تعداد رشته .  وجود داردk رشته به طول |

 روش براي انتخاب اولين عنصر وجود دارد؛ براي هر n ، n – روي مجموعه k –شهودي، براي ساخت رشته 
اين .  روش انتخاب وجود داردkروش براي انتخاب عنصر دوم وجود دارد، و در نتيجه  nها،  يك از اين انتخاب

kn.n...n تايي kساختار، منجر به حاصلضرب  n= به عنوان تعداد رشته – kشود  مي.  
  ها جايگشت

ط يك بار ظاهر  است، به طوري كه هر عنصر فقS ، دنباله مرتبي از تمام عناصر Sجايگشت مجموعه متناهي 
  : وجود داردS جايگشت براي 6 ، آنگاه S = {a, b, c}براي مثال، اگر . شود مي
  

 n – 1  روش، دومي بهnتواند به  زيرا اولين عنصر دنباله مي عنصري وجود دارد، n جايگشت از مجموعه !nتعداد 
  . روش انتخاب شود و غيرهn – 2روش، و سومي به 
 است، كه هيچ عنصري بيش از يك بار در دنباله S عنصر k دنباله مرتبي از  ،S مربوط به k –جايگشت 

 از 2 – جايگشت 12).  استn – از مجموعه n –بنابراين، جايگشت معمولي، فقط جايگشت (شود  ظاهر نمي
  : عبارتنداز{a, b, c}مجموعه 

  
  :از است  عبارتn – از مجموعه k –تعداد جايگشت 

  )1-پ(
 عنصر k روش براي انتخاب عنصر دوم وجود دارد، و در نتيجه تا n – 1 انتخاب عنصر اول و روش برايnزيرا 

  .گردد  عنصر انتخاب ميn – k + 1شوند، به طوري كه آخري از  انتخاب مي
  تركيبات

 4 – از مجموعه 2 –براي مثال، شش تركيب .  استS از k – ، زيرمجموعه S به نام n – از مجموعه k –تركيب 
{a, b, c, d}وجود دارد :  

  



  پيوست پ    362

( )n
k

( )n
k

 از k –توان تركيب  مي). دهيم و غيره  نشان ميab را براي اختصار به صورت {a, b} 2 –جا مجموعه  در اين(
  . ، ايجاد كردn – عنصر مختلف از مجموعه k را با انتخاب n –مجموعه 

.  بيان شودn – از مجموعه k –جايگشت تواند برحسب تعداد   ميn – از مجموعه k –تعداد تركيب 
 مجزا از k –عناصرش وجود دارد، كه هر كدام يك جايگشت  جايگشت از !k ، دقيقاً k –براي هر تركيب 

 تقسيم k –هاي   ، برابر با تعداد جايگشتn – از مجموعه k –هاي  بنابراين، تعداد جايگشت.  استn –مجموعه 
  :ا، اين كميت برابر است ب)1-پ( است، بنا به معادله !kبر 

  )2-پ(

نه ( ، يك است n –هاي انتخاب صفر عنصر از مجموعه  گويد كه تعداد راه  ، اين فرمول به ما ميk = 0براي 
   .1 = !0، زيرا  )صفر

  اي ضرايب دوجمله
)از نماد  )n

k)  بخوانيدn ، kهاي  دادن تعداد تركيب براي نشان) كند  را انتخاب مي– kه  از مجموع– n استفاده 
  :داريم) 2- پ(بنا به معادله . كنيم مي
  

  : متقارن استn – k و kاين فرمول، برحسب 

  )3-پ(

  :شوند  ظاهر مياي بسط دوجملهنامند، زيرا در   نيز مياي ضرايب دوجملهاين اعداد را 

  )4-پ(

   :x = y = 1آيد كه  اي، وقتي به وجود مي حالت خاصي از بسط دوجمله
  

  
   هايي كه شامل آن هستند؛ تعداد   دودويي، توسط تعداد يكn – رشته n2فرمول متناظر با شمارشاين 

 n مكان از k روش براي انتخاب      عدد يك هستند، زيرا k دودويي وجود دارند كه دقيقاً شامل n –رشته 
  .جا قرار داد توان يك را در آن مكان وجود دارد كه مي

  اي هاي دوجمله كران
1براي . اي محدود شود گاهي لازم است اندازه ضريب دوجمله k n≤   : زير را داريمكران، ≥
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!kkبا  استفاده از امتياز نامعادله  (k / e)≥ كه از تقريب stirling) 17-3 (بالاي زير را هاي كرانشود،  مشتق مي 
  :آوريم يمبه دست 

  
  
  

  )5-پ(
0براي تمام  k n≤   ): را ببينيد12- 1- تمرين پ(توان از استقرا استفاده كرد   زير ميكران ، براي اثبات ≥

  )6-پ(

00كنيم  كه براي سهولت، فرض مي kبراي. =1 n= λ0، كه 1≤ λ تواند به صورت زير   ميكران، اين ≥
  :بازنويسي شود

  
  

  
  
  

   ، به طوري كه lg 0 = 0 0كنيم  است، و براي سهولت فرض مي) دودويي (1كه در آن، تابع زير، تابع آنتروپي
H(0) = H(1) = 0:   

  )7-پ(

  1 -هاي بخش پ  تمرين
   ).متفاوت درنظربگيريد ،هاي مختلف را  يكسان در مكانk – هاي رشته( دارد؟ k ، چند زيررشته n -يك رشته : 1-1- پتمرين

   در مجموع، چند زيررشته دارد؟n –يك رشته 
  چند .  استm{TREU,FALSE} به n{TRUE,FALSE} خروجي، تابعي ازn ورودي و n با تابع بولي: 2-1- پتمرين

   خروجي وجود دارند؟m  و وروديn چند تابع با تابع با يك ورودي و يك خروجي وجود دارند؟
  اي بنشينند؟ دو صندلي در صورتي يكسان  توانند روي يك ميز كنفرانس دايره  پروفسور به چند روش ميn: 3-1- پتمرين

  .هستند كه يكي بتواند بچرخد تا به دومي تبديل شود
   ها زوج باشد، چند به طوري كه مجموع آن ، {100 , … ,2 ,1}براي انتخاب سه عدد مختلف از مجموعه : 4-1- پتمرين

  روش وجود دارد؟
0براي : 5-1- پتمرين k n<   :، تساوي زير را اثبات كنيد≥

  )8-پ(

_____________________________________________________________ 
1. entropy function 
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0براي : 6-1- پتمرين k n≤   :بت كنيدا، تساوي زير را ث>
  
  

  توانيد يكي از اشيا را متمايز كنيد و مشخص كنيد كه آيا اين شيء   شيء، ميn شيء از kبراي انتخاب : 7-1- پتمرين
  :شود يا خير؟ با استفاده از اين روش، تساوي زير را اثبات كنيد                        انتخاب مي

  
  

0 و n = 0, 1, … , 6، جدولي براي 7-1- تمرين پاستفاده از نتيجهبا : 8-1- پتمرين k n≤   اي  دوجمله از ضرايب ≥
( )n

k با ( )0
) در بالا، 0 )1

) و 0 )1
  اي،  چنين جدولي از ضرايب دوجمله.  در خط بعدي، و غيره بسازيد1

  . نام داردمثلث پاسكال  
  :دثابت كني: 9-1- پتمرين

  

nنشان دهيد كه براي : 10-1- پتمرين 0 و ≤0 k n≤ )، مقدار ماكزيمم ≥ )n
kآيد كه   وقتي به دست ميk n / 2= ⎢ ⎥⎣ ⎦   

kيا  n / 2= ⎡ ⎤⎢ ⎥.  
n ثابت كنيد كه براي هر: 11-1- پتمرين 0≥ ،j 0≥ ،k j و ≤0 k n+   : ، داريم≥

  
  )9-پ(

  
مثالي ارائه دهيد كه .  قلم ارائه دهيدn قلم از j + kيك اثبات جبري و يك بحث بر اساس روش انتخاب  

  .دافت در آن، تساوي اتفاق نمي
kبا استفاده از استقرا روي : 12-1- پتمرين n /    ، آن)3- پ(را اثبات كنيد، و با استفاده از معادله ) 6-پ(نامساوي  ، ≥2

kرا براي تمام  n≤بسط دهيد .  
  : ثابت كنيدstirlingبا استفاده از تقريب : 13-1- پتمرين

  )10-پ(

)Hگيري تابع آنتروپي  با ديفرانسيل: 14-1-پ تمرين )λ ،  1نشان دهيد كه مقدار ماكزيمم آن در/ 2λ    . به دست آيد=
H(1/    چيست؟(2

nبراي هر مقدار صحيح : 15-1- پتمرين   : نشان دهيد كه≤0

  )11-پ(

  احتمال      2-   پ
اين بخش، تئوري احتمال . هاي احتمالي و تصادفي است احتمال، ابزار اساسي براي طراحي و تحليل الگوريتم

  .كند پايه را بحث مي
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پيشامدهاي اي است كه عناصر آن  كنيم كه مجموعه  تعريف ميS 1فضاي نمونهاحتمال را برحسب 
. ي ممكن از يك آزمايش دانست توان نتيجه هر پيشامد اوليه را مي. شوند ده مينامي) يا رويدادهاي اوليه (2اوليه

  :گيريم درنظرمي {H, T} روي 2 –هاي  اي از رشته هاي متمايز، فضاي نمونه را مجموعه براي آزمايش پرتاب سكه
  

د به  سكه، پيشاموبراي مثال، در آزمايش پرتاب د.  استSاي از فضاي نمونه  ، زيرمجموعهپيشامد
 را ∅ و پيشامد 3پيشامد مطمئن را Sپيشامد .  است{HT, TH}دست آوردن يك شير و يك خط، برابر با 

Aاگر . ناميم  ميپيشامد تهي B∩ گاهي با پيشامد اوليه . 4اند انحصار متقابل B و Aگوييم پيشامدهاي   مي∅=
s S∈ به عنوان پيشامد {s}اند بنا به تعريف، تمام پيشامدهاي اوليه، انحصار متقابل. كنيم  رفتار مي.  

  اصول احتمال
اصل  به اعداد حقيقي است، به طوري كه S از پيشامدهاي تي ، نگاشS روي فضاي نمونه {}Pr 5توزيع احتمال

  : زير برآورده شوداحتمال
Pr{A} داريم Aبراي هر پيشامد  .1 0≥. 
2. Pr{S} 1=. 
تر، براي  به طور كلي                                              .   ، داريمB و Aبراي هر دو پيشامد انحصار متقابل  .3

1از پيشامدهاي ) پذير متناهي يا نامتناهي شمارش(هر دنباله  2A ,A   :اند، داريم ه دو به دو انحصار متقابل ك...,
  

  

Pr{A} پيشامد احتمال را Aنكته :  است6سازي ، يك نيازمندي نرمال2جا توجه داريد كه اصل  در اين. گوييم  مي
  .كه طبيعي و آسان است  به عنوان احتمال پيشامد مطمئن وجود ندارد، مگر اين1به انتخاب  خاصي راجع

پيشامد تهي ).  را ببينيد1 –بخش ب (آيد  عه پايه، نتايج زير به دست مياز اين اصول و تئوري مجمو
}Prداراي احتمال  } 0∅ Aاگر.  است= B⊆ آنگاه ،Pr{A} Pr{B}≤ .با استفاده ازA به عنوان پيشامد S-A 

Pr{A} ، داريم)Aمكمل ( 1 Pr{A}=   : ، داريمB و Aبراي هر دو پيشامد . −
  )12-پ(
  )13-پ(

آنگاه احتمال به .  باشند¼در مثال پرتاب سكه، فرض كنيد هر يك از چهار پيشامد اوليه داراي احتمال 
  :دست آوردن حداقل يك شير به صورت زير است

  

Pr{TT} كمتر از يك شير، برابر بااز طرف ديگر، چون احتمال به دست آوردن اكيداً 1/  است، احتمال به =4
   .3/4 = 1/4 – 1دست آوردن حداقل يك شير، برابر است با 

_____________________________________________________________ 
1. sample space          2. elementary events          3. certain event          4. mutually exclusive 
5. probability distribution          6. normalization  
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  هاي احتمال گسسته توزيع
پذير تعريف شده   است كه روي فضاي نمونه متناهي يا نامتناهي شمارشگسستهتوزيع احتمال، در صورتي 

  : ، داريمAآنگاه براي هر پيشامد .  نمونه باشد فضايSفرض كنيد . باشد
  

  
 متناهي و هر پيشامد Sاگر . اند  هستند، انحصار متقابلAهايي كه در  زيرا پيشامدهاي ابتدايي، به خصوص آن

sاوليه  S∈ روي توزيع احتمال يكنواخت داراي احتمال زير باشد، آنگاه Sرا خواهيم داشت :  
  
  .شود  توصيف مي" Sانتخاب تصادفي عنصري از "ر چنين موردي، آزمايش معمولاً به صورت د

 را درنظربگيريد، كه براي آن، احتمال به دست آوردن شير برابر سكه سالمبه عنوان مثال، فرآيند پرتاب 
 يكنواخت  بار پرتاب كنيم، توزيع احتمالnاگر سكه را .  است1/2يعني با احتمال به دست آوردن خط، 

nSشده روي فضاي نمونه  تعريف {H,T}=اي به اندازه  آوريم كه مجموعه  را به دست ميn2هر پيشامد .  است
/n1 نمايش داده شود، و هر كدام با احتمال{H, T} روي nاي به طول  تواند به صورت رشته  ميSاوليه در   رخ 2

) به اندازهSاي از  پيشامد زير، زيرمجموعه. دهد )n
k| A ) است، زيرا =| )n

k رشته به طول n روي {H, T} وجود 
  : دارندH عدد kدارند كه دقيقاً 

 } = Aدهد  خط رخ ميn – k شير و دقيقاً kدقيقاً {

) برابر است با Aبنابراين، احتمال پيشامد  )n n
kPr{A} / 2=.  

  توزيع احتمال يكنواخت پيوسته
هاي فضاي حالت به  توزيع احتمال يكنواخت پيوسته، مثالي از توزيع احتمال است كه در آن، تمام زيرمجموعه

 از مقادير [a, b]ي  ي بسته توزيع احتمال يكنواخت پيوسته، روي فاصله. شود عنوان پيشامد در نظر گرفته نمي
.  يكسان باشد[a, b]خواهيم احتمال هر نقطه در فاصله  از نظر شهودي، مي . a < bشود كه  حقيقي تعريف مي
توانيم  ناپذيري از نقاط وجود دارد، كه اگر به هر كدام احتمال مثبت يكساني نسبت دهيم، نمي اما، تعداد شمارش

 احتمالي را Sهاي  خواهيم به بعضي از زيرمجموعه ليل، فقط ميبه همين د.  را برآورده كنيم3 و 2همزمان اصول 
  .نسبت بدهيم به طوري كه اصول احتمال براي اين پيشامدها برآورده شوند

a كه [c, d] ي ي بسته براي هر فاصله c d b≤ ≤  [c, d]، احتمال پيشامد توزيع احتمال يكنواخت پيوسته، ≥
  :كند  ميرا به صورت زير تعريف

  

 را حذف كنيم، فاصله [c, d]اگر نقاط انتهايي فاصله .  برابر با صفر استx ، احتمال x = [x, x]توجه كنيد كه براي هر نقطه 
[c,c]چون . آوريم  را به دست مي(c, d)بازِ  (c,d) [d,d]∪ Pr{[c,d]}: خواهيم داشت3 ، از اصل ∪ Pr{(c,d)}= . به

 [a, b]اي از فضاي نمونه   براي توزيع احتمال يكنواخت پيوسته، هر زيرمجموعهاي از پيشامدها وعهطور كلي، مجم
  .هاي باز و بسته به دست آيد پذير فاصله تواند با اجتماع متناهي يا شمارش است كه مي
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  احتمال شرطي و استقلال
هاي سالم را   فرض كنيد دوستي سكهبراي مثال،. ي آزمايشي داريم گاهي، از قبل، دانش جزيي درباره نتيجه

كه هر دو شير باشند چقدر  احتمال اين. ها شير را نشان داد پرتاب كرد و به شما گفت كه حداقل يكي از سكه
ي باقيمانده، احتمال يكساني  سه پيشامد اوليه. شده، احتمال دو خط را حذف كرده است است؟ اطلاعات داده
دو چون فقط يكي از اين پيشامدهاي اوليه . دهند  رخ مي1/3ر كدام با احتمال گيريم كه ه دارند، لذا نتيجه مي

  . است1/3دهند، پاسخ پرسش ما  شير را نشان مي
احتمال شرطي . كند بندي مي ي آزمايش را فرمول احتمال شرطي، فرضيه دانش جزيي قبلي درباره نتيجه

Pr{B} شود، وقتي B موجب پيشامد Aكه پيشامد  اين   : باشد، به صورت زير است≠0

  )14-پ(

)Pr{A | B} كه پيشامد  احتمال اين" راA موجب پيشامد Bدانيم كه  از نظر شهودي، چون مي). " شود، بخوانيد
A نيز رخ دهد برابر است با Aدهد، پيشامدي كه   رخ ميBپيشامد  B∩ ،يعني ،A B∩اي از نتايج   مجموعه

 است، احتمالات تمام Bچون نتيجه، يكي از پيشامدهاي اوليه در . دهند  رخ ميB و هم Aاست كه در آن، هم 
. ها يك شود كنيم، به طوري كه مجموع آن سازي مي  نرمالPr{B}ها بر  را توسط تقسيم آنBپيشامدهاي اوليه در 

Aنسبت احتمال پيشامد  شود، برابر با Bوجب  مAشرط كه  اينبنابراين، احتمال  B∩ به احتمال پيشامد B 
 پيشامدي است كه حداقل يكي از B پيشامدي است كه هر دو سكه شير هستند، و Aدر مثال فوق، . است
  .بنابراين،                                               . ها شير است سكه

  : هستند كهمستقلد در صورتي دو پيشام
  )15-پ(

Pr{B}كه اگر    : معادل زير است≠0
  

  آنگاه احتمال دو شير برابر است با . اند دو سكه سالم پرتاب شدند و نتايج مستقلبراي مثال، فرض كنيد 
كه  است  و پيشامد ديگر اينآيد كه سكه اول شير مي است اكنون فرض كنيد يك پيشامد اين . 1/4 = (1/2)(1/2)

كه هر  دهند، و احتمال اين  رخ مي1/2هر يك از اين دو پيشامد، با احتمال . ها نتايج متفاوتي دارند پرتاب سكه
است   گرچه ممكن–اند   پيشامدها مستقل–بنابراين، بر اساس تعريف استقلال . دو پيشامد رخ دهند، يك است

ها به هم مرتبط هستند، به  سرانجام، فرض كنيد كه سكه. ه اول بستگي دارندتصور كنيد كه هر دو پيشامد به سك
كه هر سكه شير  پس، احتمال اين. آيند و احتمال هر دو نيز يكسان است هر دو خط ميطوري كه هر دو شير يا 

/1كه هر دو شير بيايند برابر با   است، ولي احتمال اين1/2بيايد  2 (1/ 2)(1/ در نتيجه، پيشامدي كه .  است≠(2
  .آيد و پيشامدي كه ديگري شير بيايد، مستقل نيستند شير مي

1كلكسيون  2 nA ,A ,...,A 1گويند اگر براي تمام   ميدو به دو مستقل از پيشامدها را i j n≤ <  داشته ≥
  :باشيم
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 ، k – اگر هر زيرمجموعه اند لمستق) متقابلاً(گوييم رويدادهاي اين كلكسيون  مي
1 2 ki i iA ,A ,...,A از اين 

2كلكسيون، كه  k n≤ 1 و ≥ 2 k1 i i ... i n≤ < < <   :، در رابطه زير صدق كند≥
  

اشد كه سكه اول شير  پيشامدي ب1Aفرض كنيد . كنيم هاي سالم را پرتاب مي مثال، فرض كنيد سكهبراي 
  :داريم. اند  پيشامدي باشد كه دو سكه متفاوت3Aآيد، و   پيشامدي باشد كه سكه دوم شير مي2Aآيد، و  مي
  

  
  
  
  
  
1چون براي i j 3≤ < به دو  دو 3A و 1A،2A                ، پيشامدهاي داريم                                        ≥

  .                                 و                                                متقابلاً مستقل نيستند، زيراپيشامدها  .اند مستقل
  1ه بيزقضي

Aجايي  و قانون جابه) 14- پ(از تعريف احتمال شرطي  B B A∩ =  و Aشود كه براي دو پيشامد  ، نتيجه مي∩
Bهر كدام با احتمال غيرصفر، داريم ، :  

  )16-پ(

  : ، داريمPr{A | B}با حل براي 

  )17-پ(

  چون. تواند به صورت زير بيان شود  كه مياي است كننده  ثابت نرمالPr{B}مخرج .  نام داردقضيه بيزكه 
B (B A) (B A)= ∩ ∪ B و ∩ A∩ و B A∩اند، داريم  پيشامدهايي با انحصار متقابل:  

  
  

  :آوريم ، شكل معادلي از قضيه بيز را به دست مي)17-پ(با جايگزيني در معادله 
  

  

براي مثال، فرض كنيد يك سكه سالم و يك . تواند محاسبه احتمالات شرطي را ساده نمايد يقضيه بيز م
يكي از دو : دهيم كه شامل سه پيشامد مستقل باشد آزمايشي انجام مي. آيند سكه ناقص داريم كه هميشه شير مي

_____________________________________________________________ 
1. Bayes’s theorem  
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فرض كنيد . گردد  ميشود، و سپس دوباره پرتاب شود، سكه يك بار پرتاب مي سكه به طور تصادفي انتخاب مي
   باشد چند است؟صكه آن سكه ناق احتمال اين. آيد  شير ميرشده در هر دو با ي انتخاب سكه

 B پيشامد انتخاب سكه ناقص باشد، و Aفرض كنيد . كنيم را با استفاده از قضيه بيز حل مياين مسئله 
Pr{A}داريم .  را تعيين كنيمPr{A | B}خواهيم  مي. آيد پيشامدي باشد كه سكه در هر دو بار شير مي 1/ 2= ،

Pr{B | A} 1= ،Pr{A} 1/ Pr{B و =2 | A} 1/   :در نتيجه داريم . =4
  

  
  2 -هاي بخش پ  تمرين
1ي ها از پيشامدپذير ارشنامتناهي شممتناهي يا  براي هر دنباله :نامعادله بول را ثابت كنيد: 1-2- پتمرين 2A ,A ,...   

  :داريم
  )18-پ(

    سكه سالمي را دو بارGuildensternپروفسور . اندازد مي يك بار سكه سالمي را Rosencrantsپروفسور : 2-2- پتمرين
تري به  شيرهاي بيشGuildenstern نسبت به پروفسور Rosencrantsكه پروفسور  احتمال اين. اندازد مي

  دست آورد چقدر است؟
   سه كارت از اين دسته خارج. گذاري شدند، مخلوط هستند  شماره10 تا 1 كارت كه از 10از اي  دسته: 3-2- پتمرين

شده  كه سه كارت انتخاب احتمال اين. ها خارج خواهند شد شوند، به طوري كه هر بار يكي از اين كارت مي
  به ترتيب مرتب باشند چيست؟

0 گيرد به طوري كه ورودي مي را به عنوان b و aاي را شرح دهيد كه دو مقدار صحيح  رويه: 4-2- پتمرين a b<    و با  >
 به عنوان b / (b – a)ها را با احتمال   و خطa/bهاي سكه سالم، شيرها را با احتمال  استفاده از پرتاب

ي را تعيين كنيد كران است، O(1)ها، كه  تظار پرتاب سكهروي تعداد مورد ان. كند خروجي توليد مي
  ). را به صورت دودويي نشان دهيدa/b :راهنمايي(

  :ثابت كنيد: 5-2- پتمرين
  

1ثابت كنيد براي هر كلكسيون از رويدادهاي : 6-2- پتمرين 2 nA ,A ,...,Aداريم :  
  

    رويداد را ساخت كه دو به دو مستقل باشند، اما هيچnاي از  وعهتوان مجم نشان دهيد كه چگونه مي: 7-2- پتمرين
  .ها، متقابلاً مستقل نباشند  از آنk > 2زيرمجموعه 

  : ، داشته باشيمC اگر با توجه به اند، مستقل شرطي B و Aدو پيشامد : 8-2- پتمرين
  

ي با توجه به پيشامد سوم، مثال ساده ولي غيربديهي از دو پيشامد ارائه دهيد كه مستقل نيستند ول
  .اند مستقل شرطي

  در صورتي . فرض كنيد در يك بازي كه جايزه پشت يكي از سه پرده پنهان است، شما يكي از رقبا هستيد: 9-2- پتمرين
كه را انتخاب كرديد ولي قبل از كناررفتن پرده، رقيب  پس از اين. بريد كه پرده درست را انتخاب كنيد جايزه را مي

شود كه  خواسته ميو از شما شود،  ي خالي ظاهر مي هفحدانيد كه يك ص مي. زند  پرده ديگري را كنار ميشما،
  .كند اگر پرده را عوض كنيد، شانس شما چگونه تغيير مي. توانيد پرده ديگري را انتخاب كنيد مي
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  . مانند دو زنداني ديگر باقي مي.  آزاد كندرا به طور تصادفي انتخاب كرد تاها  رييس زندان، يكي از زنداني: 10-2- پتمرين
. شود، اما نبايد  اطلاعات مربوط به زنداني را در اختيارش قرار دهد يك آزاد مي داند كدام نگهبان مي

 Z يا Yيك از  كند كه كدام  به طور مخفي از نگهبان سوال ميXزنداني . ناميم  ميZ و X ، Yها را  زنداني
ها آزاد خواهد شد، نگهبان هيچ اطلاعاتي در  داند يكي از زنداني كه او مي  به اينمانند، با توجه باقي مي

كه احتمال  است  آزاد خواهد شد، كه به معناي اينZگويد كه   ميY و Xنگهبان به . دهد اختيار او قرار نمي
  . است؟ توضيح دهيد1/3گويد، يا هنوز شانس او  آيا او درست مي.  است1/2آزادي او اكنون 

  متغيرهاي تصادفي گسسته      3-   پ
اين .  به اعداد حقيقي استSيا متناهي پذير   ، تابعي از فضاي نمونه نامتناهي شمارشX) گسسته(متغير تصادفي 

ايجادشده دهد با توزيع احتمال  دهد، كه به ما اجازه مي ي آزمايش نسبت مي تابع، يك عدد حقيقي را به هر نتيجه
ناپذير  توانند براي فضاهاي نمونه نامتناهي شمارش متغيرهاي تصادفي مي.  اعداد حاصل كار كنيماي از روي مجموعه

. ندوا، برطرف ش مآورند كه لازم نيست براي اهداف تعريف شوند، اما مشكلات تكنيكي را به وجود مينيز 
  .اند بنابراين، فرض خواهيم كرد كه متغيرهاي تصادفي گسسته

s} راX = x ، رويداد x و عدد حقيقي Xبراي متغير تصادفي  S:X(s) x}∈ بنابراين، . كنيم  تعريف مي=
  :داريم

  

  : استX از متغير تصادفي 1تابع چگال احتمالتابع زير، يك 
  
Pr{X توجه به اصول احتمال، اب x} 0=  و ≤

x
Pr{X x} 1= =∑.  

 پيشامد اوليه ممكن در 36. را درنظربگيريد وجهي 6رخاندن يك جفت تاس به عنوان مثال، آزمايش چ
sكنيم توزيع احتمال، يكنواخت است، به طوري كه هر پيشامد اوليه  فضاي نمونه وجود دارد، فرض مي S∈  احتمال

داريم . شده در تاس درنظربگيريد داده ن دو مقدارِ نشاماكزيمم را Xمتغير تصادفي  . Pr{s} = 1/36: يكساني دارند
Pr{X = 3} = 5/36 زيرا ، X (2 ,3) ، (3 ,3) ، (3 ,2) ، (3 ,1)ي ممكن، يعني   پيشامد اوليه36 را به 5 تا 3 مقدار 

  .دهد  نسبت مي(1 ,3)و 
 متغيرهاي Y و Xاگر . متداول است كه چندين متغير تصادفي روي يك فضاي نمونه تعريف شوند

  : استY و X 2تابع چگالي احتمال توأمباشند، تابع زير، تصادفي 
  

  : داريمyبراي مقدار ثابت 
  

  : داريمxو به طور مشابه، براي مقدار ثابت 
  

_____________________________________________________________ 
1. probability density function          2. joint probability density function  
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  :از احتمال شرطي، داريم) 14-پ(با استفاده از تعريف 
  
  

 مستقل Y = y و X = x ، پيشامدهاي y و xكنيم اگر براي تمام   تعريف ميمستقل را Y و Xدو متغير تصادفي 
                                                                    . ، داشته باشيم y و xباشند، يا معادل آن، اگر براي تمام 

توان متغيرهاي تصادفي را به  شده روي يك فضاي نمونه، مي اي از متغيرهاي تعريف با توجه به مجموعه
  .درعنوان مجموع، حاصلضرب، يا توابع ديگري از متغيرهاي اصلي تعريف ك

  مقدار مورد انتظار و متغير تصادفي
. شود ي است كه روي آن عمل مي مقادير"ميانگين"ترين و مفيدترين خلاصه از توزيع متغير تصادفي،  ساده

  :متغير تصادفي گسسته به صورت زير است) ميانگين يا انتظاريا به طور متقارن،  (1مقدار مورد انتظار

  )19-پ(
 Xµ به صورت Xگاهي انتظار . تعريف است كه اگر مجموع، متناهي باشد يا به طور مطلق همگرا باشد، خوش

  . نمايش داده خواهد شدµشود، به صورت  شود، و وقتي كه متغير تصادفي حذف مي نوشته مي
گيريد ولي   دلار مي3براي هر شير . كنيد يك بازي را درنظربگيريد كه در آن، دو سكه سالم را پرتاب مي

دهد، به   كه دستاورد شما را نشان ميX مقدار مورد انتظار متغير تصادفي. دهيد  دلار از دست مي2براي هر خط 
  :صورت زير است

  
  

 E[Y] و E[X]ها است، يعني هر وقت  انتظار مجموع دو متغير تصادفي، برابر با مجموع انتظارات آن
  :شوند، داريم تعريف مي

  )20-پ(
براين، به  لاوهع.  مستقل نباشند، برقرار استY و Xناميم، كه حتي اگر   ميبودن انتظار خطياين خاصيت را 

بودن انتظار، خاصيت مهمي است  خطي. شود هاي متناهي و همگراي مطلق انتظارات بسط داده مي جمع حاصل
  ).15-2بخش (سازد تحليل احتمالي را با استفاده از متغيرهاي تصادفي شاخص انجام دهيم  كه ما را قادر مي

 g(X)اگر انتظار . كند  را تعريف ميg(X)ديد  متغير تصادفي جg(x) متغير تصادفي باشد، هر تابع Xاگر 
  :تعريف شده باشد، آنگاه داريم

  
  : داريمa ، براي هر ثابت g(x) = axبا قراردادن 

  )21-پ(

_____________________________________________________________ 
1. expected value 
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  : ، داريمa و ثابت Y و Xبراي هر دو متغير تصادفي : اند در نتيجه، انتظارات خطي
  )22-پ(

  :اي داشته باشند، داريم شده دام انتظار تعريف مستقل باشند و هر كY و Xوقتي دو متغير تصادفي 
  

  
  
  
  
  

1 متغير تصادفي nبه طور كلي، وقتي  2 nX ,X ,...,Xمتقابلاً مستقل باشند، داريم :  
  )23-پ(

گيرد، فرمول خوبي   ميN={...,0,1,2}اعداد طبيعياز اي   مقادير را از مجموعهXوقتي متغير تصادفي 
  :اي انتظار آن وجود داردبر
  

  
  
  

  )24-پ(

Pr{Xزيرا هر جمله  i}≥ به تعداد i بار اضافه و i – 1انتظار (شود   بار كم ميPr{X ، كه صفر بار اضافه ≤{0
  ).شود شود ولي كم نمي مي

با توجه به نامعادله جانسون خواهيم كنيم،   اِعمال ميX را به متغير تصادفي f (x)وقتي تابع محدب 
  :داشت

  )25-پ(
 و براي تمام y و x است اگر براي هر مقعر f(x)تابع (به شرطي كه انتظارات وجود داشته باشند و متناهي باشند 

0 1≤ λ   .)، داشته باشيم                                                      ≥

  و انحراف معيارواريانس 
براي مثال اگر متغيرهاي . گويد كه مقادير متغير چگونه توزيع شدند مقدار مورد انتظار متغير تصادفي، به ما نمي

  :ها  را داشته باشيم كه براي آنY و Xتصادفي 
                                                                 و 

 ، نسبت به ميانگين X نسبت به مقادير واقعي Y هستند، و هنوز مقادير 1/2ابر با  برE[Y] و هم E[X]آنگاه هم 
  .دورتر هستند

  



  373       و احتمالشمارش

. كند كه مقدار يك متغير تصادفي، چقدر از ميانگين فاصله دارد مفهوم واريانس، از نظر رياضي بيان مي
  : برابر است باE[X] با ميانگين X متغير تصادفي واريانس

  
  
  

  )26-پ(
2دلات  معاهتوجي 2E[E [X]] E [X]= 2 وE[XE[X]] E [X]=كه  است  اينE[X] متغير تصادفي نيست ولي عدد 

) 26-پ( معادله ).a = E[X]به طوري كه (شود  اعِمال مي) 21-پ(كه معادله  است حقيقي است، كه معنايش اين
  : تصادفي به دست آيدتواند بازنويسي شود تا عبارتي براي انتظار مربع متغير مي

  )27-پ(
  ): را ببينيد10-3-تمرين پ(اند   مرتبطaX و واريانس Xواريانس متغير تصادفي 

  
  :اند، داريم  متغيرهاي تصادفي مستقلY و Xوقتي 

  
1 متغير تصادفي nبه طور كلي، اگر  2 nX ,X ,...,Xدو به دو مستقل باشند، آنگاه داريم :  

  )28-پ(

 ، گاهي با Xانحراف معيار متغير تصادفي .  استX ، ريشه دوم نامنفي واريانس X متغير تصادفي ف معيارانحرا
Xσ يا σبا اين نمادگذاري، واريانس . شود  نمايش داده ميX 2 باσشود  نمايش داده مي.  

  3 -هاي بخش پ  تمرين
   ماكزيمم چيست؟ انتظارشوند نشان داده مي كه مجموع دومتغيريانتظار . شوند پرتاب مي وجهي 6دو تاس : 1-3- پتمرين

   اين دو مقدار چيست؟
   دارند، به طوري كه احتمال هر جايگشت عضو متفاوت است كه ترتيب تصادفي n شامل A[1 .. n]آرايه : 2-3- پتمرين

نيمم در  انتظار انديس عنصر ماكزيمم در آرايه چيست؟ انتظار انديس عنصر مي. ن است عدد يكساnاز 
  آرايه چيست؟

   6 تا 1تواند دلاري را در هر يك از اعداد  بازيكن مي.  شامل سه تاس در يك قفس استيك بازي كارناوال: 3-3- پتمرين
ها ظاهر نشود،  كدام از تاس اره بازيكن در هيچاگر شم. شود و پاداش به صورت زير است قفسه شكسته مي. قرار دهد

 ، k = 1, 2, 3 تاس از سه تاس ظاهر شود، براي kوگرنه، اگر شماره او دقيقاً روي . دهد دلار خود را از دست مي
  انتظار حاصل از يك بار بازي كارناوال چيست؟. شود  دلار ديگر برنده ميkكند و  دلار خود را حفظ مي

  : متغيرهاي تصادفي نامنفي باشند، آنگاه داريمY و Xت كنيد اگر ثاب: 4-3- پتمرين
  

   و f براي هر انتخاب توابع g(Y) و f(X)ثابت كنيد .  متغيرهاي تصادفي مستقل باشندY و Xفرض كنيد : 5-3- پتمرين
gاند  مستقل.  
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Pr{X t} E[X]/ t≥ ≤

   t > 0نيد نامعادله ماركوف براي ثابت ك. تعريف باشد  خوشE[X] متغير تصادفي نامنفي، و Xفرض كنيد : 6-3- پتمرين
  :برقرار است

  )29-پ(
s متغيرهاي تصادفي باشند كه براي′X وX فضاي نمونه باشد، و Sكنيد فرض : 7-3- پتمرين S∈داريم  X(s) X (s)′≥ .  

  : داريمtثابت كنيد براي هر ثابت حقيقي 
  

  انتظار مربع متغير تصادفي، يا مربع انتظار آن؟: تر است كدام بزرگ: 8-3- پتمرين
  :پذيرد، داريم  را مي1 و 0 كه فقط مقادير Xنشان دهيد كه براي هر متغير تصادفي : 9-3- پتمرين

  
2Var[aX]درباره واريانس، ثابت كنيد ) 26-پ(از تعريف : 10-3- پتمرين a Var[X]=.  

  اي هاي هندسي و دوجمله توزيع      4-   پ
: ي ممكن تعريف شد  است، كه به عنوان آزمايشي فقط با دو نتيجهآزمايش برنولياي از  پرتاب سكه، نمونه

هاي  به آزمايش وقتي راجع. دهد  رخ ميq = 1 – p، كه با احتمال شكستدهد، و   رخ ميp، كه با احتمال موفق
كه غير از اين بيان كنيم، كه هر  اند، مگر اين ها متقابلاً مستقل كه آزمايش است عنايش اينكنيم، م برنولي صحبت مي

توزيع هندسي و توزيع . آيد هاي برنولي به دست مي  دارند، دو توزيع از آزمايشpكدام، براي موفقيت احتمال 
  .اي دوجمله

  توزيع هندسي
   و احتمال شكست هر كدام p، كه احتمال موفقيت هر كدام هاي برنولي را داريم اي از آزمايش فرض كنيد دنباله

q = 1 – pشود؟ فرض كنيد متغير تصادفي  قبل از موفقيت، چند آزمايش انجام مي.  استX برابر با تعداد 
 است، و براي { … ,2 ,1}ي   داراي مقاديري در بازهXسپس . هاي موردنياز براي كسب موفقيت است آزمايش

k   : داريم≤1
  )30-پ(

توزيع كند،  صدق مي) 30-پ(توزيع احتمالي كه در معادله .  شكست داريمk – 1زيرا قبل از يك موفقيت، 
  .دهد  اين توزيع را نشان مي1 –شكل پ .  نام داردهندسي

  :محاسبه شود) 8 –الف (تواند با هماني   ، انتظار توزيع هندسي ميq < 1كه  با فرض اين
  

  
  
  
  

  )31-پ(
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  . استp = 3/1انتظار توزيع .  شكستq = 1 – p موفقيت و p = 1/3      توزيع احتمال با  احتمال 1 –شكل پ 

. ي شهودي است گيرد، كه نتيجه  آزمايش انجام ميp/1 ،بنابراين، به طور ميانگين، قبل از كسب موفقيت
  :، به صورت زير است)3-1-ولي با استفاده از تمرين الف(به شود تواند به طور مشابه محاس واريانس، كه مي

  )32-پ(
 6ي ممكن،   نتيجه36از .  را به دست آوريم11 يا 7اندازيم تا  به عنوان مثال، فرض كنيد مكرراً دو تاس را مي

  انگين بايد  است و به طور ميp = 8/36 = 2/9بنابراين، احتمال موفقيت . شود  مي11 منجر به 2 و 7منجر به 
1/p = 9/2 = 4.5 را به دست آوريم11 يا 7 بار پرتاب كنيم تا .  
  اي توزيع دوجمله

 و شكست با احتمال  pدهد، كه در آن، يك موفقيت با احتمال  هاي برنولي رخ مي چند موفقيت در حين آزمايش
 q = 1 – p رخ خواهد داد؟ متغير تصادفي Xها در   را برابر با تعداد موفقيتnسپس، .  آزمايش درنظربگيريدX 

  : داريمk = 0, … , n است، و براي {n , … ,1 ,0}ي  داراي مقاديري در بازه

  )33-پ(

)زيرا  )n
k روش براي انتخاب k موفقيت از nكه هر كدام رخ دهند،   آزمايش وجود دارد، و احتمال اينk n kp q − 
براي سهولت، . شود  ناميده مياي توزيع دوجملهكند،  صدق مي) 33-پ(يع احتمالي كه در معادله توز. است

  :كنيم اي را با استفاده از نمادگذاري زير تعريف مي خانواده توزيع دوجمله

  )34-پ(
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   . p = 1/3ك با احتمال موفقيت آزمايش برنولي، هر ي . n = 15 ناشي از b(k; 15, 1/3)اي  توزيع دوجمله      2-شكل پ
  .  استnp = 5                       اميد رياضي توزيع 

، )33-پ(شود كه   از اين حقيقت ناشي مي"اي دوجمله"نام . دهد اي را شرح مي  توزيع دوجمله2-شكل پ
n(pم عبارت  اkُجمله  q)+در نتيجه، چون .  استp + q = 1داريم ، :  

  )35-پ(

  . از اصول احتمال مورد نياز است2كه توسط اصل 
. محاسبه كرد) 35-پ(و ) 8-پ(اي را از معادلات  توان انتظار متغير تصادفيِ داراي توزيع دوجمله مي
بنا  . q = p – 1و قرار دهيد كند،   پيروي ميb(k; n, p)اي   متغير تصادفي باشد كه از توزيع دوجملهXفرض كنيد 

  :ف انتظار، داريمبه تعري
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )36-پ(
توان نتيجه مشابهي را با محاسبات جبري كمتري به دست  بودن انتظار، مي با استفاده از خاصيت خطي

سپس . نمايد  اُمين آزمايش را توصيف ميiها در   متغير تصادفي باشد كه تعداد موفقيتiXفرض كنيد . آورد
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iE[X ] p .1 q . 0 p= + هاي مورد انتظار  ، تعداد موفقيت))20-پ(معادله (بودن انتظار   ، و بنا به خاصيت خطي=
  : آزمايش برابر است باnبراي 

  
  
  
  
  

  )37-پ(
  ، داريم)26-پ(با استفاده از معادله . تواند براي محاسبه واريانس توزيع به كار رود همين روش مي

2 2
i i iVar[X ] E[X ] E [X ]= 2پذيرد، داريم  را مي1 و 0 فقط مقادير iXچون . −

i iE[X ] E[X ] p=  و در نتيجه، =
  :داريم

  )38-پ(
) 28-پ(بنابراين، بنا به معادله . كنيم  آزمايش استفاده ميn ، از امتياز استقلال Xبراي محاسبه واريانس 

  :داريم
  

  
  
  
  

  )39-پ(
 ، افزايش n تا 0 از k با افزايش b(k; n, p)اي   مشاهده كرد، توزيع دوجمله2- توان در شكل پ ميطور كه  همان
توان اثبات  آميز، مي با مشاهده نسبت جملات موفقيت. يابد  برسد، و سپس كاهش ميnpيابد تا به ميانگين  مي

  :كند كرد كه اين توزيع هميشه به اين روش عمل مي
  

  
  
  
  

  )40-پ(

 داريم k < (n + 1) pدر نتيجه، براي . تر از يك است  مثبت باشد، اين نسبت بزرگ(p – k) (n + 1)وقتي 
b(k;n,p) b(k 1;n,p)> b(k;n,p) داريم k > (n + 1)p، و براي )يابد توزيع افزايش مي (− b(k 1;n,p)< − 

b(k;n,p) صحيح باشد، آنگاه k = (n + 1) pاگر ). يابد توزيع كاهش مي( b(k 1;n,p)= ، لذا اين توزيع داراي −
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( )2n n
n / 4

 kوگرنه، در مقدار صحيح يكتاي  . k – 1 = (n + 1) p – 1 = np – q و در k = (n + 1) pدر :  دو ماكزيمم است
اي   بالايي را روي توزيع دوجملهكرانلمِ زير .  استnp – q < k < (n + 1) pي   در بازهkرسد كه  به ماكزيمم مي

  .كند ايجاد مي
  1-لِم پ

nفرض كنيد  0≥ ،0 p 1< < ،q = 1 – p 0 و k n≤   :آنگاه داريم. ≥
  

  :داريم) 6-پ( با استفاده از معادله :اثبات
  

  
  
  

  4 -هاي بخش پ  تمرين
  . وارسي كنيد از اصول احتمال را براي توزيع هندسي2اصل : 1-4- پتمرين
   خط پرتاب كنيم؟3 شير و 3 سكه سالم را قبل از به دست آوردن 6به طور ميانگين چند بار بايد : 2-4- پتمرين
   .q = 1 – pنشان دهيد                                             كه : 3-4- پتمرين
/1 تقريباً b(k; n, p)اي  مقدار ماكزيمم توزيع دوجملهنشان دهيد كه : 4-4- پتمرين 2 npqπ است، كه q = 1 – p.   
  .  استe/1 ، تقريباً p = 1/nدر آزمايش برنولي، هر كدام با احتمال نشان دهيد كه احتمال عدم موفقيت : 5-4- پتمرين

  . استe/1نشان دهيد كه احتمال دقيقاً يك موفقيت، تقريباً 
   كار  نيز همينGuildensternكند، و پروفسور  مي بار پرتاب n يك سكه سالم را Rosencrantzپروفسور : 6-4- پتمرين

  شيرهاي يكساني را به دست آورند، برابر باكه تعداد  نشان دهيد كه احتمال اين. كند ميرا 
 ، خط Guildenstern ، شير را موفقيت درنظربگيريد؛ براي Rosencrantz براي پرفسور :راهنمايي( است 

  :با استفاده از بحث خود، هماني زير را اثبات كنيد). موفقيت درنظربگيريدرا 
  
  

0نشان دهيد كه براي : 7-4- پتمرين k n≤   : داريم≥
  

  ).7-پ( تابع آنتروپي است H(n)كه 
   ip  داراي احتمال موفقيت اُمiآزمايش  ، i = 1, 2, … , n برنولي را درنظربگيريد كه براي  آزمايشn: 8-4- پتمرين

  فرض كنيد براي . دهد ها را نشان مي  متغير تصادفي باشد كه تعداد كل موفقيتXاست و فرض كنيد 
i = 1, 2, … , n داريم  ip p≥ . 1ثابت كنيد براي k n≤   : داريم≥
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    آزمايش برنولي باشد، كهn از Aها در مجموعه   متغير تصادفي براي تعداد كل موفقيتXفرض كنيد : 9-4- پتمرين
ها   متغير تصادفي براي تعداد كل موفقيت′Xاست، و فرض كنيد ip اُم داراي احتمال موفقيت iآزمايش 

i اُم داراي احتمال موفقيت i آزمايش برنولي باشد، كه آزمايش n از ′Aدر مجموعه دوم  ip p′ .  است≤
0ثابت كنيد براي  k n≤   : داريم≥

  
از نتيجه تمرين (ه دست آورد  ب′Aهاي برنولي را در  توان آزمايش  نشان دهيد كه چگونه مي:راهنمايي(

  ). استفاده كنيد7-3-پ

  1اي هاي توزيع دوجمله دنباله      5-پ 
تر از   ، غالباً جالبp موفقيت در آزمايش برنولي، هر يك با احتمال موفقيت kاحتمالِ داشتن حداقل، يا حداكثر 

  دو ناحيه از توزيع : كنيم  بررسي مياي را  توزيع دوجملههاي خطدر اين بخش، .  موفقيت استkاحتمال دقيقاً 
b(k; n, p) كه از ميانگين npيك دنباله اثبات ) مجموع تمام جملات در( مهم را روي كرانچندين .  دور هستند

  .خواهيم كرد
تواند با   دنباله چپ ميهاي كران. سازيم  فراهم ميb(k; n, p)ي را روي دنباله راست توزيع كرانابتدا 

  .ها تعيين شود هاي موفقيت و شكست كردن نقش معكوس
  2 -قضيه پ 

 متغير Xفرض كنيد . آيد  به دست ميpهاي برنولي را درنظربگيريد، كه موفقيت با  احتمال  اي از آزمايش دنباله
0آنگاه براي . دهد ها را نشان مي تصادفي باشد كه تعداد كل موفقيت k n≤  برابر  موفقيتkحداقل ، احتمال ≥

  :است با
  

  
  

Sبراي : اثبات {1,2,...,n}⊆بودن آزمايش  كنيم پيشامد موفق  فرض ميi اُم براي هر i S∈بديهي است .  باشد
k ، داريمS| = k|كه اگر 

SPr{A } p= .داريم:  
  

  
  
  
  

  .آيد  به دست مي)18-پ(كه اين نامعادله از نامعادله بول 
به طور كلي، . كند اي بيان مي ي سمت چپ توزيع دوجمله قضيه فرعي زير، اين قضيه را براي دنباله

  .كنيم اثبات آن را به عهده خواننده واگذار مي
_____________________________________________________________ 

1. tails of the binomial distribution 
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  3-قضيه فرعي پ
صادفي باشد  متغير تXاگر . دهد  رخ ميpهاي برنولي را درنظربگيريد، كه موفقيت با احتمال  اي از آزمايش دنباله

0دهد، آنگاه براي  ها را نشان مي كه تعداد كل موفقيت k n≤   : موفقيت به صورت زير استk، احتمال حداكثر ≥
  

  
  
  
  

قضيه فرعي آن نشان . شود اي مربوط مي ي چپ توزيع دوجمله كنيم به دنباله  بعدي كه تعيين ميكران
  .يابد له چپ به طور نمايي كاهش ميدهد كه دور از ميانگين، دنبا مي

  4-قضيه پ
فرض .  استq = 1 – p و احتمال شكست p آزمايش برنولي را درنظربگيريد كه احتمال موفقيت nاي از  دنباله
 k ، احتمال كمتر از k < np > 0آنگاه براي . دهد ها را نشان مي  متغير تصادفي باشد كه تعداد كل موفقيتXكنيد 

  :ست باموفقيت برابر ا
  

  
  

k سري :اثبات 1

i 0
b(i;n,p)−

. كنيم محدود مي) 2 –الف ( را به وسيله سري هندسي با استفاده از تكنيك بخش ∑=
  :داريم) 40-پ( ، از معادله i = 1, 2, … , kبراي 

  
  
  
  
  

  :اگر قرار دهيم
  

  
  
  
  
  

0شود كه براي  نتيجه مي i k<   : داريم≥



  381       و احتمالشمارش

0 بار، به ازايk – i اِعمال مكرر اين نامعادله به تعداد با i k<   : ، خواهيم داشت≥
  

  :و در نتيجه داريم
  

  
  
  
  
  

  
  5-قضيه فرعي پ

 رخ q = 1 – p و شكست با احتمال p آزمايش برنولي را درنظربگيريد، كه موفقيت با احتمال nاي از  دنباله
0آنگاه براي . دهد مي k np / 2<   .است موفقيت k + 1 موفقيت، كمتر از نيمي از احتمال كمتر از k ، احتمال كمتر از ≥

k چون :اثبات np /   :، داريم≥2
  

  
  
  

qزيرا  كند   دلالت مي4 -ه پ قضي. دهد ها را نشان مي  متغير تصادفي باشد كه تعداد موفقيتXفرض كنيد . ≥1
  : موفقيت برابر است باkكه احتمالِ كمتر از 

  
  

  :بنابراين، داريم
  

  
  
  

kچون  1

i 0
b(i;n,p) b(k;n,p)−

=
<∑.   

 2-5- پها به عنوان تمرين اثبات آن.  مشابه تعيين شودتواند به طور ي راست، مي  روي دنبالهها كرانتعيين 
  .درنظر گرفته شده است

  6-قضيه فرعي پ
 متغير تصادفي Xفرض كنيد . دهد  رخ ميp آزمايش برنولي را درنظربگيريد، كه موفقيت با احتمال nاي از  دنباله

  : موفقيت برابر است باk ، احتمالِ بيشتر از np < k < n آنگاه براي. دهد ها را نشان مي موفقيتباشد كه تعداد كل 
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  7-قضيه فرعي پ
 رخ q = 1 – p و شكست با  احتمال pلي را درنظربگيريد، كه موفقيت با احتمال  آزمايش برنوnاي از  دنباله
 k – 1 موفقيت، كمتر از نيمي از احتمال بيشتر از k ، احتمال بيشتر از 2 < k < n / (np + n)آنگاه براي . دهد مي

  .موفقيت است
 ، احتمال موفقيت هر كدام i = 1, 2, … , nگيرد، كه براي   آزمايش برنولي را درنظرميnقضيه بعدي، 

ipي  ي را روي دنبالهكراناز قضيه، اين توان با استفاده  دهد، مي طور كه قضيه فرعي بعدي نشان مي همان.  است
ipبراي اين كار، براي هر آزمايش قرار دهيد . اي تعيين كرد راست توزيع دوجمله p=.  

  8-ه فرعي پقضي
 ip ، موفقيت با احتمال i = 1, 2, … , n امُ، براي i آزمايش برنولي را درنظربگيريد كه در آزمايش nاي از  دنباله

iو شكست با احتمال  iq 1 p= ها را   متغير تصادفي باشد كه تعداد كل موفقيتXفرض كنيد . دهد  رخ مي−
E[X]µنمايد، و قرار دهيد  يف ميتوص rآنگاه، براي . = > µداريم :  

  

0αبراي هر  چون :اثبات   : اكيداً صعودي است، داريمx در xeα، تابع <
  )41-پ(

  :، خواهيم داشت)29-پ(با استفاده از نامعادله ماركوف . شود اً تعيين مي بعدαكه 
  )42-پ(

X)ي اثبات، مربوط به محدودكردن  قسمت عمده )E[e ]α −µ و جايگزيني مقدار مناسبي براي α در 
X)ابتدا، . است) 42-پ(نامعادله  )E[e ]α −µفرض كنيد 5-2نمادگذاري بخش با استفاده از . كنيم  را ارزيابي مي ،

iX امُ موفق استiآزمايش برنولي { داريم i = 1, 2, … , nبراي  I{= يعني ، iX متغير تصادفي است كه وقتي 
  :بنابراين، داريم. فر است كه شكست بخورد اُم موفق باشد و وقتي صiيك است كه آزمايش برنولي 

  

  :بودن انتظار، داريم و بنا به خاصيت خطي
  

  
  :كند كه دلالت مي

  

X)براي ارزيابي  )E[e ]α −µ براي ،X −µآوريم دهيم، و به دست مي  جايگزيني انجام مي:  
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، براي استقلال متقابل iXيد، زيرا استقلال متقابل متغيرهاي تصادفي آ به دست مي) 23-پ(از معادله كه 
iمتغيرهاي تصادفي  i(X p )eα   : بنا به تعريف انتظار، داريم). را ببينيد5-3- تمرين پ(كند   دلالت مي−

  
  

  )43-پ(

xexp(x): تابع نمايي استexp(x)كه  e=)  0از نامعادلات ) 43-پ(نامعادلهα > ،iq 1≤،iqe eα α≤ و 
ipe 1−α   :در نتيجه داريم. آيد به دست مي) 3-11(آيد، و خط آخر از نامعادله   به دست مي≥

  
  
  
  
  

  )44-پ(
nزيرا 

ii 1
p

=
µ   :شود كه نتيجه مي) 44-پ(و ) 42-پ(و نامعادلات ) 41-پ(بنابراين، از معادله  . ∑=

  )45-پ(
ln(rبا انتخاب  / )α = µ) آوريم به دست مي) 7-5-تمرين پ:  

  
  
  

  
  

رد، قضيه شود كه در آن، هر آزمايش احتمال موفقيت يكساني دا هاي برنولي اِعمال مي وقتي به آزمايش
  .كند اي را محدود مي شود كه دنباله سمت راست توزيع دوجمله  منجر به قضيه فرعي زير مي8-پ

  9-قضيه فرعي پ
آنگاه، .  استq = 1 – p و احتمال شكست p آزمايش برنولي را درنظربگيريد، كه احتمال موفقيت nاي از  دنباله
  : داريمr > npبراي 



  پيوست پ    384

  
  
  

E[X]، داريم )36-پ( بنا به معادله :اثبات npµ = =.  

  5 -هاي بخش پ  تمرين
   كنيد، يا به  بار پرتاب ميnبه وجود نيامدن هيچ شير وقتي كه سكه سالمي را : كدام كمتر استاحتمال : 1-5- پتمرين

  كنيد؟  بار پرتاب مي4n شير وقتي سكه را nدست آوردن كمتر از 
  . را اثبات كنيد7- و پ6-هاي فرعي پ قضيه: 2-5- پتمرين
  : نشان دهيدk < n > 0 به طوري كه k و a > 0براي تمام : 3-5- پتمرين

  
  

0ثابت كنيد اگر: 4-5- پتمرين k np<   : ، آنگاهq = 1 – p و p < 1 > 0 ، كه >
  
  

  :كند كه  دلالت مي8-نشان دهيد كه شرايط قضيه پ: 5-5- پتمرين

  

  :كند كه  دلالت مي9-ابه، نشان دهيد كه شرايط قضيه فرعي پبه طور مش

  

   احتمال  با ، موفقيتi = 1, 2, … , n آزمايش، براي i آزمايش برنولي را درنظربگيريد، كه در nاي از  دنباله: 6-5- پتمرين
ip و شكست با احتمال i iq 1 p=  متغير تصادفي باشد كه تعداد كل X فرض كنيد .دهد  رخ مي−

E[X]µكند، و  ها را توصيف مي موفقيت rنشان دهيد كه براي . =   : داريم≤0
  

يد،  پيروي كن8-سپس از طرح اثبات قضيه پ.  ثابت كنيد كه                                        :راهنمايي( 
  ).از اين نامعادله استفاده كنيد) 34-پ(به جاي نامعادله به طوري كه 

ln(rبا انتخاب ) 45-پ(نشان دهيد كه سمت راست نامعادله : 7-5- پتمرين / )α = µنيمم شود  مي.  

  ها مسئله      6-   پ
  .ها ها و جعبه توپ   :  1- پمسئله   

 جعبه مختلف را بررسي b توپ در nهاي قراردادن  ختلف روي تعداد روشهاي م در اين مسئله، اثر فرض
  . كنيم مي
  هاي  ثابت كنيد تعداد روش. ها در يك جعبه، مهم نيست اند و ترتيب آن  توپ متفاوتnفرض كنيد . الف

  . استnbها،  ها در جعبه        قراردادن توپ
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b)ثابت كنيد دقيقاً . اند ، مرتبجعبهها در هر  اند و توپ وتها متفا فرض كنيد توپ. ب n 1)!/(b 1)!+ −    روش −
   b – 1 توپ متمايز و nهاي چيدمان   تعداد روش:راهنمايي(ها وجود دارد  ها در جعبه      براي قراردادن توپ

  ). را در يك سطر درنظربگيريدجعبه     عدد 
  نشان دهيد كه تعداد . ها در داخل جعبه مهم نيست ستند، و در نتيجه ترتيب آنها يكسان ه  فرض كنيد توپ.پ

)ها برابر با  ها در جعبه هاي قراردادن توپ      روش )b n 1
n

+   ، نشان )ب(هاي قسمت   از چيدمان:راهنمايي( است −
  ).شوند ها يكسان باشند، چند بار تكرار مي      دهيد كه اگر توپ

  نشان دهيد كه . تواند بيش از يك توپ داشته باشد اي نمي ها يكسان هستند و هيچ جعبه  فرض كنيد توپ.ت
)ها،  هاي قراردادن توپ      تعداد روش )b

nاست .  
  دادن هاي قرار نشان دهيد كه تعداد روش. اي نبايد خالي باشد ها يكسان هستند و هيچ جعبه  فرض كنيد توپ.ث

)ها برابر با       توپ )n 1
b 1
−
  . است−


