
 شمارش و احتمال                      
  
  

اگر با اين موضوعات آشنايي داريد، . كنيم احتمال را بررسي ميي  نظريهو  هاي مقدماتي در اين پيوست، تركيب
  .به احتمالات نياز ندارند ي اين كتاب،ها بعضي از فصل. هاي بعدي بپردازيد توانيد به بخش مي

هاي استاندارد براي  كند، از جمله فرمول شمارش را مرور مي ي ريهنظ ي ، نتايج اوليه1 –بخش پ 
آمده  2 –بخش پ اصلي مربوط به توزيع احتمال، در  قوانيناصول احتمال و . ها و تركيبات شمارش جايگشت

نيز و واريانس  رياضي معرفي شدند، در همين بخش، خواص اميد 3 –بخش پ متغيرهاي تصادفي در . است
ظاهر برنولي  هاي آزمايش ي مطالعه دركند كه  اي و هندسي را بحث مي دوجمله هاي توزيع 4 –بخش پ . معرفي شدند

  .كند مي اي از توزيع را ارائه يابد كه بحث پيشرفته ادامه مي 5 –بخش پ اي در  توزيع دوجمله ي مطالعه. شوند مي

  شمارش      1-پ   
براي مثال، . كه واقعاً شمارش كند پاسخ دهد، بدون اين د تاند يا چنچبه پرسش كند  شمارش سعي مي ي نظريه
. وجود دارند؟ يزامعنصر مت nچند ترتيب از ، يا بيتي مختلف وجود دارند؟ nچند عدد است بپرسيم  ممكن

ها ارتباط دارد، بهتر  چون بعضي از مفاهيم به مجموعه. كنيم شمارش را مرور مي ي نظريهدر اين بخش، عناصر 
  .را مطالعه كنيد 1 –ب بخش است 

  قوانين جمع و ضرب
هاي جدا از هم  خواهيم شمارش كنيم، به صورت اجتماع مجموعه كه ميرا اي از اقلام  مجموعهتوانيم  گاهي مي
  . كنيمها بيان  ضرب دكارتي مجموعه يا حاصل

ازهم، برابر با جدا  ي ها براي انتخاب عنصري از يكي از دو مجموعه گويد كه تعداد راه مي قانون جمع
كه هيچ عضو متناهي باشند  ي مجموعهدو  Bو  Aيعني، اگر  .دو مجموعه است) ي اندازه( 1مجموع اعداد اصلي

|گاه  مشتركي نداشته باشند، آن A B | | A | | B |    براي مثال، هر . آيد به دست مي )3 –ب ( ي معادلهكه از
  با هاي ممكن براي هر مكان، برابر است بنابراين تعداد حالت. ستاتومبيل، يك حرف يا رقم ا پلاكمكان در 

  . انتخاب وجود دارد 10انتخاب و اگر رقم باشد،  26، زيرا اگر حرف باشد  36 = 10 + 26
ها براي انتخاب  زوج مرتب، برابر با تعداد راهيك ها براي انتخاب  گويد كه تعداد راه مي قانون ضرب

متناهي باشند،  ي مجموعهدو  Bو  Aيعني، اگر . ها براي انتخاب عنصر دوم است د راهدر تعدا ضرباولين عنصر 
_____________________________________________________________ 

1. Cardinality  

پيوست 
 پ
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|گاه  آن A B | | A |.| B |  و اي  ميوهنوع بستني  28براي مثال اگر فروشگاه بستني، . است )4–ب( ي معادله همان كه
28 برابر باي افزودني  ادهمبا يك همراه اي  هاي ميوه ارائه دهد، تعداد بستني افزودني مختلف 4 4 112  است.  

  ها رشته
  :دارد وجود 3دودويي به طول  ي رشته 8براي مثال، . است Sاي از عناصر  ، دنباله Sمتناهي  ي مجموعهروي  اي رشته

  
. است s مرتبي از عناصر متوالي ي ، دنباله s ي از رشته sي زيررشته. ناميم ميعنصري  k ي رشتهرا  kبه طول  اي گاهي رشته
از  عنصري 3 ي ، زيررشته 010براي مثال، . است kاي به طول  از يك رشته، زيررشتهعنصري  k ي زيررشته

  .نيست 01101001اي از  زيررشته 111، اما )شود شروع مي 4كه در مكان عنصري  3 ي زيررشته(است  01101001
ها محسوب  تايي kاز  kSبه عنوان عنصري از ضرب دكارتي S ي مجموعهروي بر صري عن k ي رشته

|kتعداد شود؛ بنابراين، مي S دودويي، برابر با عنصريِ  k ي براي مثال، تعداد رشته. وجود دارد kرشته به طول  |
k2 ي از نظر شهودي، براي ساخت رشته. است k  ي روي مجموعهبر عنصري n عنصري ،n  روش براي انتخاب اولين

روش  kروش براي انتخاب عنصر دوم وجود دارد و در نتيجه  nها،  عنصر وجود دارد؛ براي هر يك از اين انتخاب
kn.n...n بار ضرب k به اين ساختار، منجر. انتخاب وجود دارد n


  .شود ميعنصري  k ي به عنوان تعداد رشته 

  ها جايگشت
است، به طوري كه هر عنصر فقط يك  Sمرتبي از تمام عناصر  ي ، دنباله Sمتناهي  ي مجموعهاز جايگشت يك 

  :وجود دارد Sجايگشت براي  6گاه  ، آن S = {a, b, c}براي مثال، اگر . شود بار ظاهر مي
  

روش، دومي  nتواند به  عنصري وجود دارد، زيرا اولين عنصر دنباله مي n ي موعهمججايگشت از  !nتعداد 
  .روش انتخاب شود و غيره n – 2روش و سومي به  n – 1 به

است كه هيچ عنصري بيش از يك بار در دنباله  Sعنصر  kمرتبي از  ي ، دنباله Sاز  k ي مرتبهجايگشت 
 12). استعضوي  n ي از مجموعه n ي مرتبهفقط جايگشت  بنابراين، جايگشت معمولي،(شود  ظاهر نمي
  :عبارتنداز {a, b, c, d} ي مجموعهاز عضوي  2جايگشت 

  
  :از است عبارتعضوي  n ي از مجموعهعضوي  kتعداد جايگشت 

  )1- پ(
ر عنص kروش براي انتخاب عنصر دوم وجود دارد و در نتيجه تا  n – 1روش براي انتخاب عنصر اول و nزيرا 

 k = 2و  n = 4براي مثال مذكور، با  .شود عنصر انتخاب مي n – k + 1شوند، به طوري كه آخري از  انتخاب مي
  .ارائه شده مطابقت دارد 2-شود كه با جايگشت ارزيابي مي 12 = !2/!4به ) 1-پ(فرمول 
  ها تركيب
براي مثال، شش . است Sز اعضوي  k ي ، زيرمجموعه Sبه نام عضوي  n ي مجموعهيك از عضوي  kتركيب 
  :وجود دارد {a, b, c, d}عضوي  4 ي از مجموعه عضوي  2تركيب 

  

.

.

.

.

.

n بار  
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 n
k n

k

 ي از مجموعهعضوي  k توان تركيب مي). كنيم براي اختصار، آكولادهاي اطراف مجموعه را حذف ميجا  در اين(
n  را با انتخاب عضويk ي عنصر مختلف از مجموعه n عناصر اهميتي نداردترتيب انتخاب  .، ايجاد كردعضوي.  

از عضوي  kجايگشت تواند برحسب تعداد  ميعضوي  n ي از مجموعهعضوي  kتعداد تركيب 
عناصرش وجود دارد كه هر كدام جايگشت از  !k، دقيقاً عضوي kبراي هر تركيب . بيان شودعضوي  n ي مجموعه

  ي از مجموعهعضوي  kهاي  يگشتبنابراين، تعداد جا. استعضوي  n ي مجزا از مجموعهعضوي  kيك جايگشت 
n هاي  ، برابر با تعداد جايگشتعضويk  تقسيم بر عضويk!  اين كميت برابر است با)1-پ( ي معادلهاست، بنا به ،:  

  )2- پ(
، يك است عضوي n ي هاي انتخاب صفر عنصر از مجموعه گويد كه تعداد راه ، اين فرمول به ما مي k = 0براي 

  . 1 = !0، زيرا  )نه صفر(
  اي ضرايب دوجمله

از نماد  n
k ) بخوانيدn  ،k هاي  دادن تعداد تركيب براي نشان) كند را انتخاب ميk  ي از مجموعهعضوي  

n   داريم) 2-پ( ي معادلهبنا به . كنيم استفاده ميعضوي:  
  

  :متقارن است n – kو  kاين فرمول، برحسب 

  )3- پ(

  :شوند ظاهر مي اي بسط دوجملهنامند، زيرا در  نيز مي اي ضرايب دوجملهرا اين اعداد 

  )4- پ(
حالت خاصي از . اي سمت چپ است بسط دوجمله) 4- پ(ي  سمت راست معادله.  x, y  و  n  كه 

  : x = y = 1آيد كه  اي، وقتي به وجود مي بسط دوجمله
  

  
   :ندداركه است هايي  توسط تعداد يك،  nبه طول  دودويي ي رشته n2اين فرمول متناظر با شمارش

روش براي انتخاب      ست، زيرا ا 1عدد  kدودويي وجود دارند كه دقيقاً شامل عنصري  n ي رشته    تعداد 
k  مكان ازn جا قرار داد توان يك را در آن مكان وجود دارد كه مي.  

  .ها را اثبات خواهيد كرد ها بعضي از آن در تمرين. اي هستند ضرايب دوجملهشامل از اتحادها بسياري 
  اي هاي دوجمله كران

1براي . شود دار كراناي  ضريب دوجمله ي گاهي لازم است اندازه k n  ،زير را داريم كران:  
  

  
  

.

.

.

, 

.

.  )5- پ(
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!kk ي با  استفاده از نامعادله (k / e) بالاي زير را به  هاي كرانشود،  مشتق مي )25- 3(استرلينگ ه از تقريب ك
  :آوريم ميدست 

    
  

  )6- پ(
0كه k براي تمام k n  را ببينيد 12- 1- تمرين پ(توان از استقرا استفاده كرد  زير مي كران، براي اثبات:(  

  )7- پ(
00كنيم  كه براي سهولت، فرض مي 1 .برايk n  0كه 1   تواند به صورت زير  مي كران، اين

  :بازنويسي شود
  
  

  
  

  ، به طوري كه  lg 0 = 0 0كنيم  است و براي سهولت فرض مي) دودويي( 1تابع آنتروپيكه در آن، تابع زير، 
H(0) = H(1) = 0 :  

  )8- پ(

  ها نتمري
   ،هاي مختلف را يكسان در مكانعنصري  kهاي  رشته(دارد؟ عنصري  k ي ، چند زيررشتهعنصري n ي يك رشته :1- 1- تمرين پ

  در مجموع، چند زيررشته دارد؟عنصري  n ي يك رشته ).بگيريد نظر درمتفاوت                       
  ورودي و يك  nچند تابع با . است m{0,1}به  n{0,1}خروجي، تابعي از mورودي و  nبا  تابع بولي: 2- 1-تمرين پ

  خروجي وجود دارند؟ m و ورودي nخروجي وجود دارند؟ چند تابع با                         
  صورتي  در نشستننند؟ دو اي بنشي ميز كنفرانس دايرهتوانند روي يك  پروفسور به چند روش مي n تعداد :3-1-تمرين پ

  .يكسان هستند كه يكي بتواند بچرخد تا به دومي تبديل شود                       
   زوج باشد، چند ها به طوري كه مجموع آن،  {99 , … ,2 ,1} ي مجموعهبراي انتخاب سه عدد مختلف از  :4-1-تمرين پ

  روش وجود دارد؟
0براي  :5-1-تمرين پ k n تساوي زير را اثبات كنيد ،:  

  )9- پ(
0براي  :6-1-تمرين پ k n بت كنيدا، تساوي زير را ث:  

  
  

_____________________________________________________________ 
1. entropy function 

.

, 

, 
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  و مشخص  از اشياي ديگر در نظر بگيريدتوانيد يكي از اشيا را متمايز  شيء، مي nشيء از  kبراي انتخاب  :7-1-تمرين پ
  :شود يا خير؟ با استفاده از اين روش، تساوي زير را اثبات كنيد انتخاب ميه آيا اين شيء كنيد ك                       

  
  

0و  n = 0, 1, … , 6 ، جدولي براي7-1-تمرين پ ي با استفاده از نتيجه :8-1-تمرين پ k n   اي  دوجملهاز ضرايب  
 n

k  با 0
در بالا،  0 1

و  0 1
در خط بعدي،  1 2

0 ، 2
و  1 2

  چنين جدولي از . و غيره بسازيد2
  .نام دارد مثلث پاسكال  اي، ضرايب دوجمله

  :ثابت كنيد :9-1-ن پتمري
  

nنشان دهيد كه براي  :10-1-تمرين پ 0  0و k n  بيشينه، مقدار  n
k آيد كه  وقتي به دست ميk n / 2      

kيا  n / 2   .  
nكنيد كه براي هر  ثابت :11-1-تمرين پ 0 ،j 0 ،k 0  وj k n  داريم ،:  

  
  )10- پ(

  
مثالي ارائه دهيد . قلم ارائه دهيد nقلم از  j + kبر اساس روش انتخاب  برهانيك هم اثبات جبري و  هم 

  .برقرار نيستآن، تساوي كه در 
0با استفاده از استقرا روي  :12-1-تمرين پ k n / 2   ، 3-پ( ي معادلهاستفاده از  اثبات كنيد و بارا  )7-پ(نامساوي( ،  

0را براي تمام آن  k n  بسط دهيد.  
  :كنيدثابت استرلينگ با استفاده از تقريب  :13-1-تمرين پ

  )11- پ(

)Hتابع آنتروپي از گيري  مشتقبا  :14-1-تمرين پ )  ، 1آن در  ي بيشينهنشان دهيد كه مقدار/ 2  به دست آيد.   
H(1/   چيست؟ (2

nبراي هر مقدار صحيح  :15-1-تمرين پ 0 نشان دهيد كه:  
  )12- پ(

اي  كران پاييني روي ضريب دو جمله) 5-پ(ي  نامعادله :16- 1-تمرين پ n
k براي مقادير كوچك . دهد ارائه ميk يك ،

kاثبات كنيد كه براي . كران قوي برقرار است n داريم:  

  )13- پ(

  مالاحت      2-پ   
احتمال  ي نظريهاين بخش، . هاي احتمالي و تصادفي است احتمال، ابزار اساسي براي طراحي و تحليل الگوريتم

  .كند پايه را بحث مي











.

.

.

.

.

.


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پيشامدهاي اي است كه عناصر آن  كنيم كه مجموعه تعريف مي S 1ي فضاي نمونهاحتمال را برحسب 
ي ممكن از يك آزمايش  توان نتيجه ه را ميسادشامد هر پي. شوند ناميده مي پيشامدهاي سادهيا  2مقدماتي
است، ) T(يا خط ) H(ي هر پرتاب شير  كه نتيجهي متمايز  سكهدو پرتاب مربوط به براي آزمايش . دانست

  :دانست {H, T}روي بر عنصري  2هاي  اي از رشته فضاي نمونه را مجموعهتوان  مي
  

سكه، پيشامد به دست  وبراي مثال، در آزمايش پرتاب د. تاس S ي اي از فضاي نمونه ، زيرمجموعهپيشامد
يا  پيشامد تهيرا  و پيشامد  3حتميپيشامد را  Sپيشامد . است {HT, TH}آوردن يك شير و يك خط، برابر با 

Aاگر . ناميم ميپوچ  B  گوييم پيشامدهاي  ميA  وB  ي سادهگاهي با پيشامد . 4ناسازگار هستنددو به دو s 
  .دو به دو ناسازگار هستنده، سادبنا به تعريف، تمام پيشامدهاي . كنيم رفتار مي {s}به عنوان پيشامد 

  )axioms of probability( احتمالموضوعي اصول 
 در است، به طوري كهبه اعداد حقيقي  Sاز پيشامدهاي  تي، نگاش S ي روي فضاي نمونه {}Pr 5توزيع احتمال

  :كند صدق مي احتمالموضوعي  ل واص
Pr{A}داريم  Aبراي هر پيشامد  .1 0. 

2. Pr{S} 1. 

براي  تر، به طور كلي.                                              ، داريم Bو  A دو به دو ناسازگاربراي هر دو پيشامد  .3
1از پيشامدهاي ) پذير متناهي يا نامتناهي شمارش( ي لههر دنبا 2A ,A   :داريم ،ناسازگار هستندكه دو به دو  ...,

  
  

Pr{A}  پيشامد  احتمالراA است 6سازي نرمال الزام، يك 2 موضوعي جا توجه داريد كه اصل در اين. گوييم مي :
  .است مناسبكه طبيعي و  وجود ندارد، مگر اين حتميتمال پيشامد به عنوان اح 1به انتخاب  خاصي راجع ي نكته

پيشامد ). را ببينيد 1 –بخش ب (آيد  ، نتايج زير به دست مييا مجموعهمقدماتي  ي نظريهاز اين اصول و 
}Prتهي داراي احتمال  } 0  اگر. استA Bگاه  ، آنPr{A} Pr{B} .با استفاده ازA به عنوان پيشامد 

S-A ) مكملA(داريم ،Pr{A} 1 Pr{A}  . براي هر دو پيشامدA  وB داريم ،:  
  )14- پ(
  )15- پ(

حتمال گاه ا آن. باشند 1/4داراي احتمال  سادهدر مثال پرتاب سكه، فرض كنيد هر يك از چهار پيشامد 
  :به دست آوردن حداقل يك شير به صورت زير است

  

Pr{TT}از طرف ديگر، چون احتمال به دست آوردن اكيداً كمتر از يك شير، برابر با 1/ 4  است، احتمال به
  . 3/4 = 1/4 – 1دست آوردن حداقل يك شير، برابر است با 

_____________________________________________________________ 
1. Sample space          2. Elementary events          3. Certain event          4. Mutually exclusive 
5. Probability distribution          6. Normalization  

.

.

.

.



  39شمارش و احتمال      

  هاي احتمال گسسته توزيع
پذير تعريف شده  متناهي يا نامتناهي شمارش ي روي فضاي نمونهبر است كه  گسستهصورتي توزيع احتمال، در 

  :، داريم Aگاه براي هر پيشامد  آن. فضاي نمونه باشديك  Sفرض كنيد . باشد
  

  
متناهي و هر  Sاگر . دو به دو ناسازگار هستندهستند،  Aهايي كه در  ، به خصوص آنسادهزيرا پيشامدهاي 

s ي سادهپيشامد  S روي بر  توزيع احتمال يكنواختگاه  داراي احتمال زير باشد، آنS را خواهيم داشت:  
  

  .شود توصيف مي Sانتخاب تصادفي عنصري از در چنين موردي، آزمايش معمولاً به صورت 
، احتمال به دست آوردن شير بگيريد كه براي آن نظر را در سالم ي سكهبه عنوان مثال، فرآيند پرتاب 
بار پرتاب كنيم، توزيع احتمال يكنواخت  nاگر سكه را . است 1/2يعني برابر با احتمال به دست آوردن خط، 

nS ي روي فضاي نمونهبر شده  تعريف {H,T} ي اي به اندازه آوريم كه مجموعه را به دست مي n2 هر . است
نمايش داده شود و هر كدام با  {H, T}روي بر  nاي به طول  تواند به صورت رشته مي Sدر  سادهپيشامد 
/n1احتمال ي اندازه اب Sاي از  پيشامد زير، زيرمجموعه. رخ دهد 2 n

k| A |  است، زيرا n
k ول رشته به طn 

  :دارند Hعدد  kوجود دارند كه دقيقاً  {H, T}روي بر 
 } = Aدهد خط رخ مي n – kشير و دقيقاً  kدقيقاً {

برابر است با  Aبنابراين، احتمال پيشامد  n n
kPr{A} / 2.  

  توزيع احتمال يكنواخت پيوسته
ي  نمونههاي فضاي  كه در آن، تمام زيرمجموعهتوزيع احتمال است يك توزيع احتمال يكنواخت پيوسته، مثالي از 

از  [a, b]ي  ي بسته توزيع احتمال يكنواخت پيوسته، روي فاصله. شود به عنوان پيشامد در نظر گرفته نمي مورد مطالعه
يكسان  [a, b] ي خواهيم احتمال هر نقطه در فاصله از نظر شهودي، مي.  a < b در آن شود كه مقادير حقيقي تعريف مي

توانيم  نمي ناپذيري از نقاط وجود دارد كه اگر به هر كدام احتمال مثبت يكساني نسبت دهيم، اما، تعداد شمارش. باشد
 Sهاي  خواهيم به بعضي از زيرمجموعه به همين دليل، فقط مي. را برآورده كنيم 3و  2 موضوعي همزمان اصول

  .اي اين پيشامدها برآورده شوندبر موضوعياصول اين احتمالي را نسبت بدهيم به طوري كه 
a كه [c, d] ي ي بسته براي هر فاصله c d b   ،احتمال پيشامد توزيع احتمال يكنواخت پيوسته ،[c, d] 

  :كند را به صورت زير تعريف مي
  

 [c, d] ي فاصله دو سرِ [d, d]و  [c, c]انتهايي اگر نقاط . برابر با صفر است يك نقطهاحتمال  c = dقرار دادن با 
,c]چون . آوريم را به دست مي (c, d)بازِ  ي را حذف كنيم، فاصله d] [c,c] (c,d) [d,d]    3، از اصل 

Pr{[c,d]} :خواهيم داشت Pr{(c,d)}  .اي از پيشامدها براي توزيع احتمال يكنواخت  به طور كلي، مجموعه
پذير  تواند با اجتماع متناهي يا شمارش است كه مي [a, b] ي نمونهاي از فضاي  پيوسته، هر زيرمجموعه

  .به دست آيدتر  ي پيچيده چند مجموعه و  هاي باز و بسته فاصله

, 

, 

.
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  و استقلال احتمال شرطي
ي  سكهدو براي مثال، فرض كنيد دوستي . آزمايش داريميك ي  نتيجه ي جزيي درباره اطلاعاتيگاهي، از قبل، 

كه هر دو شير باشند  احتمال اين. ها شير را نشان داد د و به شما گفت كه حداقل يكي از سكهسالم را پرتاب كر
ي باقيمانده، احتمال  هسادسه پيشامد . دو خط را حذف كرده استآمدن شده، احتمال  چقدر است؟ اطلاعات داده

فقط يكي از اين پيشامدهاي  چون. دهند رخ مي 1/3گيريم كه هر كدام با احتمال  يكساني دارند، لذا نتيجه مي
  .است 1/3دهد، پاسخ پرسش ما  دو شير را نشان ميه ساد

. كند بندي مي آزمايش را فرموليك ي  نتيجه ي جزيي قبلي درباره مفهوم اطلاعاتاحتمال شرطي، 
Pr{B}شود، وقتي  Bموجب پيشامد  Aكه پيشامد  اين احتمال شرطيِ 0 زير است باشد، به صورت:  

  )16- پ(

بنا به از نظر شهودي، ). بخوانيد Bپيشامد به شرط وقوع  Aاحتمال پيشامد به صورت را  Pr{A | B}عبارت (
Aبا نيز رخ دهد برابر A، پيشامدي كه داده شده است Bپيشامد وقوع چون ) 16-پ(معادله  B يعني، است ،
A B اي از نتايج است كه در آن، هم  مجموعهA  و همB نتيجه، يكي از پيشامدهاي اين چون . دهند رخ مي

كنيم، به  سازي مي نرمال Pr{B} ها بر تقسيم آن بارا  Bه در ساداست، احتمالات تمام پيشامدهاي  Bه در ساد
نسبت احتمال ، برابر با  B معلوم بودنبا  A يبنابراين، احتمال شرط. يك شودبرابر با ها  طوري كه مجموع آن

Aپيشامد  B  به احتمال پيشامدB در مثال فوق، . استA  و  باشدآمده هر دو سكه شير در آن پيشامدي است كه
B بنابراين .آمده باشدها شير  پيشامدي است كه حداقل يكي از سكه                                              .  

  :هستند كه مستقلدو پيشامد در صورتي 
  )17- پ(

Pr{B}كه اگر  0 ارز است باشد، با شرط زير هم:  
  

دو شير برابر آمدن گاه احتمال  آن. ندهست سالم پرتاب شدند و نتايج مستقل ي دو سكهبراي مثال، فرض كنيد 
و پيشامد ديگر  آيد اول شير مي ي سكهكه  است د يك پيشامد ايناكنون فرض كني. 1/4 = (1/2)(1/2) است با

دهند و احتمال  رخ مي 1/2هر يك از اين دو پيشامد، با احتمال . ها نتايج متفاوتي دارند پرتاب سكهكه  است اين
 ،ندهست پيشامدها مستقل ، اينبنابراين، بر اساس تعريف استقلال. است 1/4كه هر دو پيشامد رخ دهند،  اين

 اها ب سرانجام، فرض كنيد كه سكه. اول بستگي دارند ي است تصور كنيد كه هر دو پيشامد به سكه گرچه ممكن
پس، . آيند و احتمال هر دو نيز يكسان است هر دو خط مي، به طوري كه هر دو شير يا شوند جور ميهم 

/1ر بيايند برابر با كه هر دو شي است، ولي احتمال اين 1/2كه هر سكه شير بيايد  احتمال اين 2 (1/ 2)(1/ 2) 
  .و پيشامدي كه ديگري شير بيايد، مستقل نيستند بيايدشير يكي كه  اين در نتيجه، پيشامد. است

1كلكسيون  2 nA ,A ,...,A  1گويند اگر براي تمام  مي 1دو به دو مستقلاز پيشامدها را i j n   باشيم داشته:  
  

_____________________________________________________________ 
1. pairwise independent 

, 

.
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، عضوي k ي اگر هر زيرمجموعه ندهست 1لستقم) متقابلاً(گوييم رويدادهاي اين كلكسيون  مي
1 2 ki i iA ,A ,...,A 

2از اين كلكسيون كه k n   1و 2 k1 i i ... i n    زير صدق كند ي ، در رابطه:  
  

اول شير  ي سكهپيشامدي باشد كه  1Aفرض كنيد . كنيم م را پرتاب ميي سال سكهدو مثال، فرض كنيد براي 
 متفاوتهاي  حالت دو سكهپيشامدي باشد كه  3Aو  آيد دوم شير مي ي سكهپيشامدي باشد كه  2Aو  آيد مي

  :داريم. داشته باشند
  

  
  
  
  

1چون براي i j 3   1داريم                                                        ، پيشامدهايA،2A  3وA  به دو دو
  .و                                                                            ، زيرامتقابلاً مستقل نيستندپيشامدها  .ندهست مستقل
  2بيز ي قضيه

Aجايي  و قانون جابه) 14- پ(احتمال شرطي از تعريف  B B A  شود كه براي دو پيشامد  ، نتيجه ميA  و
B هر كدام با احتمال غيرصفر، داريم ،:  

  )18- پ(

  :، داريم Pr{A | B} سبت بهآن نبا حل 

  )19- پ(

  چون. تواند به صورت زير بيان شود اي است كه مي كننده ثابت نرمال Pr{B}مخرج . نام دارد بيز ي قضيهكه 
B (B A) (B A)     وB A  وB A  داريم، دو به دو ناسازگار هستندپيشامدهايي:  

  
  

  :آوريم بيز را به دست مي ي قضيه ارز هم، شكل )19- پ( ي معادلهبا جايگزيني در 

  )20- پ(

سالم  ي براي مثال، فرض كنيد يك سكه. احتمالات شرطي را ساده نمايد ي تواند محاسبه بيز مي ي قضيه
: مل سه پيشامد مستقل باشددهيم كه شا آزمايشي انجام مي. آيد ناقص داريم كه هميشه شير مي ي و يك سكه

_____________________________________________________________ 
1. (mutually) Independent          2. Bayes’s theorem  

.

.
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شود و سپس دوباره پرتاب  شود، سكه يك بار پرتاب مي يكي از دو سكه به طور تصادفي انتخاب مي
 صكه آن سكه ناق احتمال اين. آيد شير مي ردر هر دو با ايم كرده انتخابكه ي ا فرض كنيد سكه. گردد مي

  باشد چند است؟
ناقص باشد و  ي پيشامد انتخاب سكه Aفرض كنيد . كنيم يز حل ميب ي را با استفاده از قضيه  مسألهاين 

B خواهيم  مي. آيد پيشامدي باشد كه سكه در هر دو بار شير ميPr{A | B} داريم . را تعيين كنيمPr{A} 1/ 2 ،
Pr{B | A} 1 ،Pr{A} 1/ 2  وPr{B | A} 1/ 4 .در نتيجه داريم:  

  
  
  ها تمرين

   گيلدنسترن پروفسور. اندازد سالمي را مي ي يك بار سكه )Rosencrantz( روزنكرانتس پروفسور :1- 2-تمرين پ
)Guildenstern( نسبت به  روزنكرانتس كه پروفسور احتمال اين. اندازد مي سالمي را دو بار ي سكه

  ه دست آورد چقدر است؟شيرهاي بيشتري ب گيلدنسترنپروفسور 
1 يهاپيشامد پذير از متناهي يا نامتناهي شمارش ي براي هر دنباله :بول را ثابت كنيد ي نامعادله: 2- 2-تمرين پ 2A ,A ,...   

  :داريم
  )21- پ(

   از اين دسته خارجسه كارت . زنيم بر ميگذاري شدند،  شماره 10تا  1كه از را  كارت 10اي از  دسته :3- 2-تمرين پ
شده  كه سه كارت انتخاب احتمال اين. ها خارج خواهند شد شوند، به طوري كه هر بار يكي از اين كارت مي

  به ترتيب مرتب باشند چيست؟
  :ثابت كنيد :4- 2-تمرين پ

  
1ثابت كنيد براي هر كلكسيون از رويدادهاي  :5- 2-تمرين پ 2 nA ,A ,...,A داريم:  

  
  

   رويداد را ساخت كه دو به دو مستقل باشند، اما هيچ nاي از  توان مجموعه نشان دهيد كه چگونه مي :6- 2-تمرين پ
  .نباشند متقابلاً مستقلها،  از آن k > 2 ي مجموعهزير

  :، داشته باشيم Cاگر با توجه به  ،ندهست مستقل شرطي Bو  Aدو پيشامد  :7- 2-تمرين پ
  

غيربديهي از دو پيشامد ارائه دهيد كه مستقل نيستند ولي با توجه به پيشامد سوم، مثال ساده ولي 
  .هستند  مستقل شرطي

  در  آموزِ جف، تيم و كارمين كند كه در آن سه دانش ي ريتم تدريس مي كلاس موسيقي دربارهپروفسور گور يك  :8- 2-تمرين پ
ها قبول و دو نفر ديگر  گويد يكي از آن آموز مي پروفسور گور به اين سه دانش. معرض مردودي قرار دارند

شوند، با  پرسد كدام يك از جف و تيم مردود مي كارمين به طور خصوصي از پروفسور مي. شوند مردود مي
ي  ي نتيجه پروفسور هيچ اطلاعاتي درباره. شود ها مردود مي داند حداقل يكي از آن اين استدلال كه مي

. شود گويد كه جف مردود مي قض حريم خصوصي، پروفسور گور به كارمين ميدر ن. كند كارمين فاش نمي
شوند، به طوري كه  كند كه او يا تيم قبول مي كند و فكر مي كارمين اكنون تا حدودي احساس آرامش مي

  .است 1/3كند يا هنوز شانس قبولي او  آيا كارمين درست فكر مي. است 1/2احتمال قبولي او 

 

 

.

.

.

.

.

 )22- پ(

 
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  يرهاي تصادفي گسستهمتغ      3-پ   
به اعداد حقيقي  S پذير  شمارشيا متناهي نامتناهي  ي فضاي نمونهيك ، تابعي از  X )ي گسسته(متغير تصادفي 

دهد با توزيع احتمال  دهد كه به ما اجازه مي ي آزمايش نسبت مي تابع، يك عدد حقيقي را به هر نتيجهاين . است
 ي توان براي فضاهاي نمونه ميرا متغيرهاي تصادفي . حاصل كار كنيماي از اعداد  روي مجموعهبر ايجادشده 

 آورند كه لازم نيست براي اهداف د، اما مشكلات تكنيكي را به وجود ميكرتعريف ناپذير نيز  نامتناهي شمارش
  .ندهست  بنابراين، فرض خواهيم كرد كه متغيرهاي تصادفي گسسته. ندوا، برطرف شم

s}به صورت را X = x پيشامد،  xو عدد حقيقي  Xبراي متغير تصادفي  S:X(s) x}  كنيم تعريف مي .
  :بنابراين، داريم

  

  :است Xاز متغير تصادفي  1احتمال يتابع چگالتابع زير، يك 
  
Pr{Xاحتمال، موضوعي توجه به اصول  اب x} 0   و

x
Pr{X x} 1 .  

 ي سادهپيشامد  36. را درنظربگيريدمعمولي وجهي  6يك جفت تاس  پرتابمثال، آزمايش به عنوان 
 ي سادهكنيم توزيع احتمال، يكنواخت است، به طوري كه هر پيشامد  فضاي نمونه وجود دارد، فرض ميممكن در 

s S  يكساني دارندوقوع احتمال :Pr{s} = 1/36  . متغير تصادفيX  تاس شده در  داده دو مقدارِ نشان بيشينهرا
 ,2) ، (3 ,1)يعني  ي ممكن، هسادپيشامد  36را به  5تا  3مقدار  X، زيرا  Pr{X = 3} = 5/36داريم . درنظربگيريد

  .دهد نسبت مي (1 ,3)و  (2 ,3)،  (3 ,3)،  (3
متغيرهاي  Yو  Xاگر  .كنيم ميروي يك فضاي نمونه تعريف را بر چندين متغير تصادفي  معمولاً

  :است Yو  X 2مشتركتابع چگالي احتمال تصادفي باشند، تابع زير، 
  

  :داريم yبراي مقدار ثابت 
  

  :داريم xو به طور مشابه، براي مقدار ثابت 
  

  :از احتمال شرطي، داريم) 16-پ(تعريف با استفاده از 
  
  

مستقل  Y = yو  X = x، پيشامدهاي  yو  xاگر براي تمام  هستند مستقل Yو  Xدو متغير تصادفي بنا به تعريف، 
  .                                                                  ، داشته باشيم  yو  xباشند، يا معادل آن، اگر براي تمام 

تصادفي را  توان متغيرهاي روي يك فضاي نمونه، ميبر شده  اي از متغيرهاي تعريف با توجه به مجموعه
  .درضرب، يا توابع ديگري از متغيرهاي اصلي تعريف ك به عنوان مجموع، حاصل

_____________________________________________________________ 
1. Probability density function          2. Joint probability density function  

.

, 

.

.
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  متغير تصادفي يك اميد رياضي
مقدار . كند آن متغير اختيار ميمقاديري است كه  ميانگين از توزيع متغير تصادفي، بيانترين و مفيدترين  ساده

  :متغير تصادفي گسسته به صورت زير است) ميانگينيا  اميد رياضي مترادف آن،يا ( 1اميد رياضي

  )23- پ(
 Xبه صورت  X اميد رياضيگاهي . است تعريف خوشهمگرا باشد،  اًمتناهي باشد يا مطلق آن كه اگر مجموع

  .نمايش داده خواهد شد شود، به صورت  شود و وقتي كه متغير تصادفي حذف مي نوشته مي
گيريد  دلار مي 3براي هر شير . كنيد سالم را پرتاب مي ي بگيريد كه در آن، دو سكه نظر يك بازي را در

دهد، به  ميشما را نشان  ريافتيكه د Xمتغير تصادفي  اميد رياضيمقدار . دهيد دلار از دست مي 2ولي براي هر خط 
  :صورت زير است

  
  

اميدهاي مجموع دو متغير تصادفي، برابر با مجموع كند كه  بيان مي يد رياضيامويژگي خطي بودن 
  :شوند، داريم تعريف مي E[Y]و  E[X]ها است، يعني هر وقت  آن رياضي

  )24- پ(
هاي متناهي  مجموعبه براين،  علاوه. مستقل نباشند، برقرار است Yو  Xحتي اگر  ،اميد رياضيبودن  خطي ويژگي

مهمي است كه ما را قادر  ويژگي، اميد رياضيبودن  خطي. شود بسط داده مي از اميدهاي رياضيي يهمگرامطلقاً و 
  ).2- 5بخش (سازد تحليل احتمالي را با استفاده از متغيرهاي تصادفي شاخص انجام دهيم  مي

 رياضياميد اگر . كند را تعريف مي g(X)متغير تصادفي جديد  g(x)متغير تصادفي باشد، هر تابع  Xاگر 
g(X) گاه داريم تعريف شده باشد، آن:  

  
  :داريم a، براي هر ثابت  g(x) = axبا قراردادن 

  )25- پ(
  :، داريم aو ثابت  Yو  Xبراي هر دو متغير تصادفي : دهستن  خطي اميدهاي رياضيدر نتيجه، 

  )26- پ(
  :اي داشته باشند، داريم شده تعريف اميد رياضيمستقل باشند و هر كدام  Yو  Xوقتي دو متغير تصادفي 

  
  
  
  

_____________________________________________________________ 
1. Expected value 

. , 

.

, 

. .

.

.

  )Yو  Xبر اساس استقلال (

  ))23- پ(ي  بر اساس معادله(
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1متغير تصادفي nبه طور كلي، وقتي  2 nX ,X ,...,X باشند، داريم متقابلاً مستقل:  
  )27- پ(

گيرد، فرمول خوبي  مي {...,0,1,2}اعداد طبيعياز اي  مقادير را از مجموعه Xوقتي متغير تصادفي 
  :وجود داردآن  اميد رياضيبراي 

  
  
  
  

  )28- پ(

Pr{X ي زيرا هر جمله i}  به تعدادi  و  جمعبارi – 1 به جز(شود  بار كم مي Pr{X 0}  جمعكه صفر بار 
  ).شود كم نمياصلاً شود ولي  مي

  : داشته باشيم    1 0و تمام  yو  xمحدب است اگر براي تمام  f(x)تابع 
  )29- پ(

  :خواهيم داشت جانسون ي نامعادلهكنيم، با توجه به  اعمال مي Xرا به متغير تصادفي  f (x) تابع محدبوقتي 
  )30- پ(

  .وجود داشته باشند و متناهي باشند اميدهاي رياضيبه شرطي كه 

  واريانس و انحراف معيار
براي مثال اگر . شدند) پخش(چگونه توزيع  گويد كه مقادير متغير متغير تصادفي، به ما نمي اميد رياضي يك

  :ها را داشته باشيم كه براي آن Yو  Xمتغيرهاي تصادفي 
  و                                                                

ن مقادير كند متفاوت از ميانگي اختيار مي Yاما مقادير واقعي كه هستند،  1/2برابر با  E[Y]و هم  E[X]گاه هم  آن
  .كند اختيار مي Xواقعي است كه 

. كند كه مقدار يك متغير تصادفي، چقدر از ميانگين فاصله دارد مفهوم واريانس، از نظر رياضي بيان مي
  :برابر است با،  E[X]با ميانگين  Xمتغير تصادفي ) اشپر( واريانس

  
  
  

  )31- پ(
2 ي لهمعاد هتوجيبراي  2E[E [X]] E [X]  توجه كنيد كه چونE[X] تصادفي،  يك متغيرنه  ،يك عدد حقيقي است
2E [X] 2ي معادله. نيز چنين استE[XE[X]] E [X]  با فرض a = E[X]  دشو مي نتيجه )25-پ(ي  معادلهاز. 
  :متغير تصادفي به دست آيد مربع اميد رياضيتواند بازنويسي شود تا عبارتي براي  مي )31-پ( ي معادله

  )32- پ(

.

, 

.

.
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Pr{X t} E[X]/ t 

  ):را ببينيد 10- 3- تمرين پ(ند هست  به هم وابسته aXو واريانس  Xواريانس متغير تصادفي 
  

  :ند، داريمباش  متغيرهاي تصادفي مستقل Yو  Xوقتي 
  

1متغير تصادفي  nبه طور كلي، اگر  2 nX ,X ,...,X داريم دو به دو مستقل باشند، آنگاه:  

  )33- پ(

،  X انحراف معيار متغير تصادفي. است Xدوم نامنفي واريانس  ي ، ريشه Xمتغير تصادفي  انحراف معيار
با اين نمادگذاري، . شود نمايش داده مي از متن فهميده شود، با Xدر صورتي كه متغير يا  Xگاهي با 

  .شود نمايش داده مي 2با  Xريانس وا
  ها تمرين

   شوند نشان داده ميها  بر روي تاسري كه قدام مجموع دو اميد رياضي. شوند وجهي پرتاب مي 6دو تاس  :1-3-تمرين پ
  اين دو مقدار چيست؟ ي بيشينه اميد رياضيچيست؟ 

  عدد n ازبه طوري كه احتمال هر جايگشت  كه ترتيب تصادفي دارند،و متفاوت است عض nشامل  A[1 : n] ي آرايه :2-3-تمرين پ
  در آرايه چيست؟ كمينهانديس عنصر  اميد رياضيدر آرايه چيست؟  بيشينهانديس عنصر  اميد رياضي. يكسان است

   هاي شمارههر يك از  برايدلار را يك  تواند بازيكن مي. است هقفسسه تاس در يك شامل  يك بازي كارناوال :3-3-تمرين پ
بازيكن در  ي اگر شماره. به صورت زير است تصفيهشود و  مي تكان دادهقفسه . بندي كند شرط 6تا  1

تاس از  kاو دقيقاً روي  ي وگرنه، اگر شماره. دهد ها ظاهر نشود، دلار خود را از دست مي كدام از تاس هيچ
اميد . شود دلار ديگر برنده مي kكند و  د را حفظ مي، دلار خوk = 1, 2, 3سه تاس ظاهر شود، براي 

  بازي كارناوال چيست؟برد حاصل از يك بار  رياضي
  :گاه داريم متغيرهاي تصادفي نامنفي باشند، آن Yو  Xثابت كنيد اگر  :4-3-تمرين پ

  
  و  fاي هر انتخاب توابع بر g(Y)و  f(X)ثابت كنيد . متغيرهاي تصادفي مستقل باشند Yو  Xفرض كنيد  :5-3-تمرين پ

g دهستن  مستقل.  
   t > 0براي  1ماركوف ي نامعادله ثابت كنيد. تعريف باشد خوش E[X]و  متغير تصادفي نامنفي Xفرض كنيد  :6-3-تمرين پ

  :برقرار است
  )34- پ(

sصادفي باشند كه برايمتغيرهاي ت Xو Xفضاي نمونه باشد و يك  Sفرض كنيد  :7-3-تمرين پ S داريم   
X(s) X (s). ثابت كنيد براي هر ثابت حقيقيt داريم:  

  
  آن؟ اميد رياضيمربع متغير تصادفي، يا مربع  اميد رياضي: تر است كدام بزرگ :8-3-تمرين پ
  :پذيرد، داريم را مي 1و  0كه فقط مقادير  Xنشان دهيد كه براي هر متغير تصادفي  :9-3-تمرين پ

  
2Var[aX]واريانس، ثابت كنيد  ي درباره )31-پ(تعريف از  :10-3-تمرين پ a Var[X].  

_____________________________________________________________ 
1. Markov’s inequality 







.

.

.

.

.
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  .است p = 3/1توزيع  اميد رياضي. شكست q = 1 – pموفقيت و  p = 1/3توزيع احتمال با  احتمال       1 –شكل پ 

  اي هاي هندسي و دوجمله توزيع      4-پ   
: استي ممكن  كه آزمايشي فقط با دو نتيجه در نظر بگيريم آزمايش برنولياي از  نمونه توانيم را مي پرتاب سكه

هاي  به آزمايش  وقتي راجع. دهد رخ مي q = 1 – pكه با احتمال  شكستدهد و  رخ مي pكه با احتمال  يتموفق
كه غير از اين بيان كنيم  ، مگر اينندهست متقابلاً مستقلها  كه آزمايش  است  اين كنيم، معنايش برنولي صحبت مي

توزيع  :آيد هاي برنولي به دست مي از آزمايشمهم دارند، دو توزيع  p يكسان احتمال ،كه هر كدام، براي موفقيت
  .اي توزيع دوجملهو  هندسي

  توزيع هندسي
  و احتمال شكست هر كدام  pي را داريم كه احتمال موفقيت هر كدام هاي برنول اي از آزمايش فرض كنيد دنباله

q = 1 – p شود؟ فرض كنيد متغير تصادفي  موفقيت، چند آزمايش انجام ميدست يافتن به يك قبل از . استX  برابر با تعداد
kت و براي اس { … ,2 ,1}ي  داراي مقاديري در بازه Xسپس . باشدهاي موردنياز براي كسب موفقيت  آزمايش 1 داريم:  

  )35- پ(
توزيع كند،  صدق مي )35- پ( ي معادلهتوزيع احتمالي كه در . شكست داريم k – 1زيرا قبل از يك موفقيت، 

  .دهد اين توزيع را نشان مي 1 –شكل پ . نام دارد هندسي
  :محاسبه شودصورت زير  بهتواند  توزيع هندسي مي اميد رياضي،  q < 1كه  با فرض اين

  
  
  
  
  
  

  

, 

 )36- پ(

 ))11- الف(ي  بنا به معادله(
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واريانس . ي شهودي است گيرد كه نتيجه آزمايش انجام مي p/1 ،بنابراين، به طور ميانگين، قبل از كسب موفقيت
  :، به صورت زير است)3-4-پتمرين ولي با استفاده از (تواند به طور مشابه محاسبه شود  كه مي

  )37- پ(
 36از . را به دست آوريم 11 يك يا 7 يك اندازيم تا دو تاس را مي به عنوان مثال، فرض كنيد مكرراً

است و  p = 8/36 = 2/9بنابراين، احتمال موفقيت . شود مي 11منجر به بار  2و  7منجر به بار  6ي ممكن،  نتيجه
  .را به دست آوريم 11 يك يا 7 يك بار پرتاب كنيم تا p = 9/2 = 4.5/1به طور ميانگين بايد 

  اي وجملهتوزيع د
 و شكست با احتمال  pدهد كه در آن، موفقيت با احتمال  چند موفقيت رخ ميبرنولي   آزمايش nدر حين 

 q = 1 – p  رخ خواهد داد؟ متغير تصادفيX ها در  را برابر با تعداد موفقيتn سپس، . بگيريد نظر آزمايش درX 
  :داريم k = 0, 1, … , nاست و براي  {n , … ,1 ,0}ي  داراي مقاديري در بازه

  )38- پ(

زيرا  n
k  روش براي انتخابk  موفقيت ازn كه هر كدام رخ دهند، آزمايش وجود دارد و احتمال اينk n kp q  
سهولت،  براي. شود ناميده مي اي توزيع دوجملهكند،  صدق مي )38-پ( ي معادلهتوزيع احتمالي كه در . است

  :كنيم اي را با استفاده از نمادگذاري زير تعريف مي توزيع دوجمله ي خانواده

  )39- پ(
، )38- پ(شود كه  از اين حقيقت ناشي مي اي دوجملهنام . دهد اي را شرح مي توزيع دوجمله 2-شكل پ

n(pاُم بسط  kي  جمله q) در نتيجه، چون . استp + q = 1  ،داريم )4-پ(ي  معادلها به بن:  

  )40- پ(

  .از اصول موضوعي احتمال به آن نياز دارد 2كه اصل 
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .  p = 1/3آزمايش برنولي، هر يك با احتمال موفقيت .  n = 15ناشي از  b(k; 15, 1/3)اي  توزيع دوجمله      2- شكل پ
   .است np = 5اميد رياضي توزيع                        

.

, 

.

, 
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. كرد محاسبه )40- پ(و  )9- پ(معادلات اي را از  متغير تصادفيِ داراي توزيع دوجمله اميد رياضيتوان  مي
بنا .  q = p – 1و قرار دهيد كند  پيروي مي b(k; n, p)اي  متغير تصادفي باشد كه از توزيع دوجمله Xفرض كنيد 
  :، داريماميد رياضيبه تعريف 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )41- پ(
مشابهي را با محاسبات جبري كمتري به  ي توان نتيجه ، مياميد رياضيبودن  تفاده از خاصيت خطيبا اس
. ندك امُين آزمايش را توصيف مي iها در  متغير تصادفي باشد كه تعداد موفقيت iXفرض كنيد . دست آورد

iE[Xسپس  ] p .1 q . 0 p  اميد رياضي ، ))21-پ( ي معادله( اميد رياضيبودن   و بنا به خاصيت خطي
  :آزمايش برابر است با nها براي  تعداد موفقيت

  
  
  
  
  

  )42- پ(
، )31-پ( ي معادلهبا استفاده از . ببريمواريانس توزيع به كار  ي براي محاسبه يمتوان ميرا همين روش 

2داريم 2
i i iVar[X ] E[X ] E [X ]  . چونiX  2 پذيرد، داريم را مي 1و  0فقط مقادير

iiX X شود  كه نتيجه مي
2
i iE[X ] E[X ] p  و در نتيجه، داريم:  

  )43- پ(
  :داريم )33-پ( ي معادلهبنابراين، بنا به . كنيم آزمايش استفاده مي nاستقلال ، از امتياز Xواريانس  ي براي محاسبه

  
  
  
  
  )44- پ(

 ))9- پ( ي بنا به معادله(

 ))40- پ( ي بنا به معادله(

.

 ))24-پ(يبنا به معادله(
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يابد تا به ميانگين  افزايش مي kبا  b(k; n, p)اي  ، توزيع دوجملهدهد نشان مي 2-شكل پطور كه  همان
np توان اثبات كرد كه اين توزيع  آميز، مي نسبت جملات موفقيت ي با مشاهده. يابد برسد و سپس كاهش مي

  :كند مي رفتارهميشه به اين روش 
  

  
  

  )45- پ(

  
  
  
  
  

داريم  k < (n + 1) pدر نتيجه، براي . تر از يك است مثبت باشد، اين نسبت بزرگ p – k (n + 1)وقتي 
b(k;n,p) b(k 1;n,p)  ) و براي ) صعوديتوزيعk > (n + 1)p  داريمb(k;n,p) b(k 1;n,p)  ) توزيع

b(k;n,p)گاه  صحيح باشد، آن k = (n + 1) pاگر ). نزولي / b(k 1;n,p) بيشينهمقدار ، لذا اين توزيع داراي دو 
 بيشينهبه  kوگرنه، در مقدار صحيح يكتاي . k – 1 = (n + 1) p – 1 = np – qو در  k = (n + 1) pدر : است
  . است np – q < k < (n + 1) pي  در بازه kرسد كه  مي

  .كند اي ايجاد مي روي توزيع دوجملهبر بالايي را  كرانلم زير 
  1-لم پ

nفرض كنيد  0 ،0 p 1  ،q = 1 – p  0و k n  .آنگاه داريم:  
  

  :داريم :اثبات
  

  
    
  4 -هاي بخش پ  تمرين

  .كنيد ثابتاحتمال را براي توزيع هندسي موضوعي از اصول  2اصل  :1- 4-تمرين پ
  خط پرتاب كنيم؟ 3شير و  3سالم را قبل از به دست آوردن  ي سكه 6ر ميانگين چند بار بايد به طو :2- 4-تمرين پ
  ).استفاده كنيد) 6- 1-الف(از تمرين : راهنمايي(است  q/p2نشان دهيد كه واريانس توزيع هندسي برابر با  :3- 4-تمرين پ
  . q = 1 – pكه      نشان دهيد                                         :4- 4-تمرين پ
/1تقريباً  b(k; n, p)اي  توزيع دوجمله بيشينهمقدار دهيد كه نشان  :5- 4-تمرين پ 2 npq در آن است كه q = 1 – p .  
  . است e/1، تقريباً  p = 1/n آزمايش برنولي، هر كدام با احتمالدر  موفقيت هيچدهيد كه احتمال نشان  :6- 4-تمرين پ

  .است e/1تقريباً  نيز نشان دهيد كه احتمال دقيقاً يك موفقيت

.

.

 ))7- پ(ي  معادلهنابنا به (


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 2n n
n / 4

   گيلدنسترن كند و پروفسور بار پرتاب مي nسالم را  ي سكهيك  )Rosencrantz( روزنكرانتس پروفسور :7- 4-تمرين پ
)Guildenstern( شيرهاي يكساني را به كه تعداد  نشان دهيد كه احتمال اين. كند ميرا كار  نيز همين
بگيريد؛  نظر در ، شير را موفقيتتسنروزنكراپرفسور براي  :راهنمايي(است             ست آورند، برابر باد

  :زير را اثبات كنيد اتحادبا استفاده از بحث خود، ). بگيريد نظر ، خط را موفقيت درگيلدنسترنبراي 
  
  

0نشان دهيد كه براي  :8- 4-تمرين پ k n  داريم:  
  

  .)8-پ(تابع آنتروپي است  H(x)كه 
   موفقيت اُم داراي احتمال i، آزمايش  i = 1, 2, … , nبگيريد كه براي  نظر آزمايش برنولي را در n تعداد :9- 4-تمرين پ

ip  است و فرض كنيدX  فرض كنيد . دهد ها را نشان مي متغير تصادفي باشد كه تعداد كل موفقيتيك  
ipداريم   i = 1, 2, … , nبراي    p . 1ثابت كنيد براي k n  داريم:  

  
  
  

  آزمايش برنولي باشد، nاز  A ي مجموعهها در  موفقيتبراي تعداد كل  متغير تصادفييك  Xفرض كنيد  :10- 4-تمرين پ
متغير تصادفي براي تعداد كل  Xو فرض كنيد  ipامُ برابر با  iآزمايش  احتمال موفقيتدر آن،  كه

اُم داراي احتمال موفقيت  iآزمايش برنولي باشد كه آزمايش  nاز  Aي دوم  ها در مجموعه موفقيت
i ip p  0ثابت كنيد براي . است k n  داريم:  

   
 ي از نتيجه، به دست آورد Aهاي برنولي را در  توان آزمايش نشان دهيد كه چگونه مي :راهنمايي(

  ).استفاده كنيد 7- 3- تمرين پ

 م      5-پ1اي توزيع دوجمله هاي د  
، غالباً  pموفقيت در آزمايش برنولي، هر يك با احتمال موفقيت  kحداقل، يا حداكثر  نبه دست آورداحتمالِ 
دو ناحيه : كنيم اي را بررسي مي توزيع دوجمله 2هاي  دمدر اين بخش، . موفقيت است kتر از احتمال دقيقاً  جالب

را  دميك ) وع تمام جملات درمجم(مهم  كرانچندين . دور هستندخيلي  npكه از ميانگين  b(k; n, p)از توزيع 
   .اثبات خواهيم كرد

  وارونتواند با  چپ مي دم هاي كران. سازيم فراهم مي b(k; n, p)راست توزيع  دمي را روي كرانابتدا 
  .ها تعيين شود و شكست ها هاي موفقيت كردن نقش

  2 -پ  ي قضيه
 Xفرض كنيد . افتد اتفاق مي pموفقيت با  احتمال ن در آبگيريد كه  نظر هاي برنولي را در اي از آزمايش دنباله

0گاه براي  آن. دهد ها را نشان مي متغير تصادفي باشد كه تعداد كل موفقيت k n  حداقل ، احتمالk  موفقيت
  :برابر است با

  

_____________________________________________________________ 
1. Tails of the binomial distribution          2. Tails 









.

, 

.

.

.
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Sبراي  :اثبات {1,2,...,n} كنيم  ، فرض ميsA آزمايش  يتپيشامد موفقi  اُم براي هرi S بديهي . باشد
k، داريم S| = k|است كه اگر 

SPr{A } p .داريم:  
  

  
  
  
  
  

به طور كلي، اثبات آن را . كند اي بيان مي سمت چپ توزيع دوجمله دمزير، اين قضيه را براي  ي نتيجه
  .كنيم خواننده واگذار مي ي هعهد رب

  3- پ ي نتيجه
متغير تصادفي  Xاگر . دهد رخ مي p موفقيت با احتمالدر آن، هاي برنولي را درنظربگيريد كه  اي از آزمايش دنباله

0 گاه براي دهد، آن ها را نشان مي باشد كه تعداد كل موفقيت k n  احتمال حداكثر ،k  است صورت زيرموفقيت به:  
  

  
  
  
  

دهد كه  آن نشان مي ي نتيجه. شود اي مربوط مي چپ توزيع دوجمله دمكنيم به  بعدي كه تعيين مي كران
  .دكن مي نزولچپ به طور نمايي  دمدور از ميانگين، 

  4- پ ي قضيه
. است q = 1 – pكست و احتمال ش pاحتمال موفقيت در آن بگيريد كه  نظر آزمايش برنولي را در nاي از  دنباله
، احتمال  k < np > 0گاه براي  آن. دهد ها را نشان مي متغير تصادفي باشد كه تعداد كل موفقيت Xكنيد  فرض

  :موفقيت برابر است با kكمتر از 
  

  

kسري :اثبات 1

i 0
b(i;n,p)



 ردا كران )2 –الف (بخش  با استفاده از تكنيك ،سري هندسي ي را به وسيله 
  :داريم )45-پ( ي معادله، از  i = 1, 2, … , kبراي . كنيم مي
  

  
  
  
  
  

 ))21- پ( ي معادلهنابنا به (

.

.

.

.
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  :اگر قرار دهيم
  

  
  
  
  
  

0شود كه براي  نتيجه مي i k  داريم:  
  
0به ازاي ي مكرر از اين نامعادله، باراستفاده (k – i)با  i k  خواهيم داشت ،:  
  

  :يجه داريمو در نت
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  5- پ ي نتيجه
 q = 1 – pو شكست با احتمال  pموفقيت با احتمال در آن بگيريد كه  نظر آزمايش برنولي را در nاي از  دنباله
0گاه براي  آن. دهد ميرخ  k np / 2  احتمال كمتر از ،k كمتر از  ِاحتمال نصفتر از  وچكموفقيت، كk + 1  موفقيت

  .ستا
kچون  :اثبات np / 2داريم ،:  

  
  

  )46- پ (

qزيرا  1 . فرض كنيدX و  4 -پ  ي قضيه از .دهد ها را نشان مي متغير تصادفي باشد كه تعداد موفقيت
  :برابر است با ،موفقيت kكمتر از  ِد كه احتمالشو مي نتيجه )46- پ(ي  نامعادله

  

, 

, 

.
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  :بنابراين، داريم
  

  
  
  

k زيرا 1

i 0
b(i;n,p) b(k;n,p)




.  

درنظر  2-5-پ تمرينها به عنوان  اثبات آن. مشابه تعيين شود تواند به طور راست، مي دمروي  ها كرانتعيين 
  .گرفته شده است

  6- پ ي نتيجه
تصادفي  متغير Xفرض كنيد . دهد رخ مي p موفقيت با احتمالدر آن بگيريد كه  نظر آزمايش برنولي را در nاي از  دنباله

  :موفقيت برابر است با k، احتمالِ بيشتر از  np < k < n گاه براي آن. دهد ها را نشان مي باشد كه تعداد كل موفقيت
  

  
  

  7- پ ي نتيجه
رخ  q = 1 – pو شكست با احتمال  pبگيريد كه موفقيت با احتمال  نظر آزمايش برنولي را در nاي از  دنباله
 k – 1موفقيت، كمتر از نيمي از احتمال بيشتر از  k، احتمال بيشتر از  2 < k < n / (np + n)گاه براي  آن. دهد مي

  .موفقيت است
، احتمال موفقيت هر كدام  i = 1, 2, … , nگيرد كه براي  مي نظر آزمايش برنولي را در nبعدي،  ي قضيه

ip مي را روي كراناز قضيه، اين توان با استفاده  دهد، مي بعدي نشان مي ي نتيجهطور كه  انهم. استراست  د
ipبراي اين كار، براي هر آزمايش قرار دهيد . اي تعيين كرد توزيع دوجمله p.  

  8- پ ي نتيجه
، موفقيت با احتمال  i = 1, 2, … , nامُ، براي  iبگيريد كه در آزمايش  نظر آزمايش برنولي را در nاي از  دنباله

ip  و شكست با احتمالi iq 1 p  فرض كنيد . دهد رخ ميX ها را  متغير تصادفي باشد كه تعداد كل موفقيت
E[X]و قرار دهيد  كند توصيف مي  .گاه، براي  آنr   داريم:  

  

0براي هر چون  :اثبات  تابع ،xe  درx اكيداً صعودي است، داريم:  
  )47- پ(

  :ت، خواهيم داش)34-پ(ماركوف  ي نامعادلهبا استفاده از . شود بعداً تعيين مي كه 
  )48- پ(

X)كردن  دار كراني اثبات، مربوط به  قسمت عمده )E[e ]   و جايگزيني مقدار مناسبي براي  در
X)ابتدا، . است )48-پ( ي نامعادله )E[e ]  فرض 2-5بخش نمادگذاري با استفاده از . كنيم را ارزيابي مي ،

, 

.

.

, 

.
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iXامُ موفق است iآزمايش برنولي {داريم  i = 1, 2, … , nكنيد براي  I{  يعني ،iX  متغير تصادفي است كه
  :داريم بنابراين،. شكست بخورداين آزمايش اُم موفق باشد و وقتي صفر است كه  iوقتي يك است كه آزمايش برنولي 

  

  :، داريماميد رياضيبودن   به خاصيت خطيو بنا 
  

  
  :دشو مي نتيجهكه 
  

X)براي ارزيابي  )E[e ] ه جاي، ب X  آوريم دهيم و به دست مي مي عبارت بالا را قرار:  
  
  
  
  

متغيرهاي  استقلال متقابل، iXتصادفي متغيرهاي  استقلال متقابل آيد، زيرا به دست مي )27-پ( ي معادلهاز كه 
iتصادفي i(X p )e  داريماميد رياضيبنا به تعريف  ).را ببينيد 5-3-تمرين پ(د ده مي را نتيجه ،:  

  
  

  )49- پ(

xexp(x):تابع نمايي است exp(x) در آن كه e ]0از نامعادلات  )49-پ( ي نامعادله  ،iq 1،iqe e  
ipeو  1  در نتيجه داريم. ]آيد به دست مي )14-3( ي نامعادلهآيد و خط آخر از  به دست مي:  
  

  
  
  
  

  )50- پ(
nزيرا 

ii 1
p


   .شود كه نتيجه مي )50-پ( و )48-پ(نامعادلات و  )47-پ( ي معادلهراين، از بناب:  

  )51- پ(
ln(rبا انتخاب  / )   )آوريم به دست مي) 7-5-تمرين پ:  

, 

, 

.

.
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 8-پ ي قضيههر آزمايش احتمال موفقيت يكساني دارد،  هاي برنولي كه در آن، آزمايش هنگام استفاده از
  .كند اي را محدود مي سمت راست توزيع دوجمله دمشود كه  زير مي ي يجهنتمنجر به 

  9- پ ي نتيجه
. است q = 1 – pو احتمال شكست  pآن بگيريد كه احتمال موفقيت  نظر آزمايش برنولي را در nاي از  دنباله
  :داريم r > npگاه، براي  آن
  

  
  

E[X]، داريم )41-پ( ي معادلهبنا به  :اثبات np  .  

  ها تمرين
   كنيد، يا به بار پرتاب مي nرا  سالمي ي به وجود نيامدن هيچ شير وقتي كه سكه: كدام كمتر استاحتمال : 1-5-تمرين پ

  كنيد؟ بار پرتاب مي 4nشير وقتي سكه را  nدست آوردن كمتر از 
  .را اثبات كنيد 7-پو  6- پ هاي هنتيج: 2-5-تمرين پ
  :نشان دهيد k < na/(a + 1) > 0به طوري كه  kو  a > 0براي تمام  :3-5-تمرين پ

  
  

0ثابت كنيد اگر :4-5-تمرين پ k np   0كه < p < 1  وq = 1 – p گاه ، آن:  
  
  

  :د كهشو مي نتيجه r > n - براي  8- پ ي قضيهشرايط از نشان دهيد كه  :5-5-تمرين پ

  

  :د كهشو مي نتيجه r > n – npبراي  9-پ ي نتيجهشرايط از شان دهيد كه به طور مشابه، ن

  

  احتمال  با ، موفقيت i = 1, 2, … , nآزمايش، براي  i بگيريد كه در نظر برنولي را درآزمايش  nاي از  دنباله :6-5-تمرين پ
ip  و شكست با احتمالi iq 1 p  فرض كنيد . دهد رخ ميX  متغير تصادفي باشد كه تعداد كل

E[X]كند و  ها را توصيف مي موفقيت  . نشان دهيد كه برايr 0 داريم:  
  













.

.

.

.
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پيروي  8-پ ي قضيهسپس از طرح اثبات . ثابت كنيد كه                                         :راهنمايي( 
  ).از اين نامعادله استفاده كنيد )49- پ( ي نامعادلهبه جاي كنيد، به طوري كه 

ln(rبا انتخاب  )51- پ( ي نامعادلهنشان دهيد كه سمت راست  :7-5-تمرين پ / )   شود كمينه.  

  ها  مسأله      6-پ   
  .ها سبدها و  توپ   :  1-پ  ي مسأله  

مختلف را بررسي  سبد bتوپ در  nهاي قراردادن  روي تعداد روشبر هاي مختلف  له، اثر فرضأمسدر اين 
  . كنيم مي
  هاي  ثابت كنيد تعداد روش. ه، مهم نيستسكها در يك  و ترتيب آن مايز هستندتوپ مت nفرض كنيد  .الف

  .است nbها،  سبدها در  قراردادن توپ       
b)ثابت كنيد دقيقاً . ندهست  ، مرتبسبدها در هر  و توپ مايز هستندها مت توپفرض كنيد  .ب n 1)!/(b 1)!     

   b – 1متمايز و  توپ nهاي چيدمان  تعداد روش :راهنمايي(ها وجود دارد  سبدها در  براي قراردادن توپروش      
  ).را در يك سطر درنظربگيريد سبدعدد      
  نشان دهيد كه تعداد . مهم نيست سبدها در داخل  ها يكسان هستند و در نتيجه ترتيب آن فرض كنيد توپ .پ

ها برابر با  سبدها در  هاي قراردادن توپ روش      b n 1
n

   نشان )ب(هاي قسمت  از چيدمان :راهنمايي(است ،  
  ).شوند بار تكرار ميها يكسان باشند، چند  دهيد كه اگر توپ     
  نشان دهيد كه . تواند بيش از يك توپ داشته باشد ي نميسبدها يكسان هستند و هيچ  فرض كنيد توپ .ت

ها،  هاي قراردادن توپ تعداد روش      b
n است.  

  هاي قراردادن  اد روشنشان دهيد كه تعد. ي نبايد خالي باشدسبدها يكسان هستند و هيچ  فرض كنيد توپ .ث
ها برابر با  توپ      n 1

b 1

 است.  




