
 بخش هشتم 

 مروري بر رياضيات: ها پيوست
  
  

بعضي از اين ابزارها به سادگي جبر دبيرستان است، ولي . ها به ابزارهاي رياضي نياز داريم براي تحليل الگوريتم
هاي مجانبي را  توان نمادگذاري در بخش اول، ديديم كه چگونه مي. است براي شما جديد باشد بقيه ممكن

ها  هاي ديگر براي تحليل الگوريتم اين بخش تعدادي از روش. هاي بازگشتي را حل كنيم پردازش كرده و رابطه
ي اين  است لازم باشد قبل از مطالعه ي بخش اول مطرح شد، ممكن طور كه در مقدمه همان. كند را بررسي مي

ه استفاده قواعد نمادگذاري خاصي كگرچه (هاي زيادي از مطالب اين بخش را مطالعه كنيد  ، قسمتابكت
لذا، با اين پيوست مثل ). شود، فرق كند ها مواجه مي چه كه در جاي ديگري با آن است با آن كرديم، ممكن

هايي در نظر گرفتيم تا مهارت خود را در اين  ها و مسأله ي كتاب، تمرين اما همانند بقيه. مطالب مرجع رفتار كنيد
  .ها بهبود بخشيد حوزه

دهد، كه غالباً در تحليل  ها ارائه مي براي ارزيابي و تعيين كران مجموع هايي را روش) الف(پيوست 
شوند، ولي بهتر  جا، در متون حساب پيدا مي شده در اين هاي مطرح بسياري از فرمول. شوند ها ظاهر مي الگوريتم
  .ها را با هم مطالعه كنيد است آن

ها  ها، و درخت ها، توابع، گراف ، رابطهها ها و نمادهاي اصلي براي مجموعه حاوي تعريف) ب(پيوست 
  .دهد بعضي از خواص اصلي اين اشياي رياضي را نيز ارائه مي. است

ي اين  بقيه. ها، تركيبيات، و امثال آن جايگشت. شود ي شمارش شروع مي با اصول اوليه) پ(پيوست 
هاي اين كتاب به آمار نياز  تحليل اغلب الگوريتم. هاي احتمال پايه است ها و ويژگي پيوست حاوي تعريف
كه نگاه سطحي به  حتي بدون اين(هاي آخر فصل را بار اول ناديده بگيريد  توانيد بخش ندارد، و در نتيجه مي

توانيد از  شويد كه بايد آن را بهتر درك كنيد، مي بعداً، وقتي با تحليل آماري مواجه مي). ها داشته باشيد آن
  .مند شويد هرهبه عنوان يك مرجع ب) پ(پيوست 

اگر . كند ها را تعريف مي هاي اصلي آن ها، و بعضي از ويژگي هاي آن ها، عمليات ماتريس) ت(پيوست 
شدن اين مطالب در اين  ايد، اما جمع قبلاً درس جبر خطي را خوانده باشيد، بخش زيادي از اين مطالب را ديده

  .كند پيوست، بهتر به شما كمك مي
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تواند بر  است، زمان اجراي آن مي forيا  while ي حلقهتكراري مثل  يوقتي الگوريتمي شامل ساختار كنترل
ديديم  2-2بخش به عنوان مثال، در . حلقه بيان شود ي شده در هر اجراي بدنه هاي مصرف زمان اساس مجموع

 هاي كردن زمان با جمع. نياز دارد jمتناسب با  يان، در بدترين حالت به زميسازي درج امُين تكرار مرتب jكه 
n:آوريم زير را به دست مي مجموعشده در هر تكرار،  مصرف

i 2
i

 . ارزيابي اين مجموع، در بدترين حالت
n)2زمان اجراي الگوريتم، منجر به كران ) دستكاري و محدودكردن  اين مثال اهميت درك چگونگي. شود مي

  .دهد مجموع را نشان مي
هاي  تكنيك 2 –بخش الف . دهد ها را نشان مي با مجموع مرتبطچندين فرمول اساسيِ  1 –بخش الف 
، بدون اثبات ارائه 1 –بخش الف ها در  فرمول. كند ها ارائه مي اين مجموعن اكري  اسبهمفيدي را براي مح

اثبات  .هاي آن بخش را شرح دهد ارائه شد تا روش 2 –بخش الف ها در  نشوند، گرچه اثبات بعضي از آ مي
  .هاي درسي ديفرانسيل و انتگرال وجود دارد ها در كتاب آن

  ها هاي آن هاي جمع و ويژگي فرمول      1-الف   
1ي با توجه به دنباله 2 na ,a ,...,a  از اعداد، كه در آنn  ،1متناهي  مجموعصحيح نامنفي است 2 na a ... a   

nتواند به صورت مي
kk 1

a
 اگر . نوشته شودn = 0  هاي  مقدار سري. شود ، صفر تعريف ميمجموع، مقدار

  .توانند به هر ترتيبي جمع شوند تعريف است و جملات آن مي متناهي، هميشه خوش
1 ي متناهي با توجه به دنباله 2a ,a 1از اعداد، مجموع نامتناهي  ..., 2a a ...  تواند به صورت  مي

kk 1
a

كه به صورت نوشته شودn
n kk 1

lim a  اگر . شود تفسير مياين وجود نداشته باشد،  اين حد
. توانند به هر ترتيبي جمع شوند هاي همگرا هميشه نمي جملات سري. است 2همگرا، وگرنه است 1واگراسري 
kk، يعني سريهاي همگراي مطلق سريتوان جملات  اما، مي 1

a

 هاي كه براي آن سري راkk 1
a

 نيز
  .جمع كرد ،همگرا است

  بودن  خطي
1 ي و هر دنباله cبراي هر عدد حقيقي  2 na ,a ,...,a  1و 2 nb ,b ,...,bداريم ،:  

  
_____________________________________________________________ 

1. Diverge          2. Converge  

پيوست 
 الف

 ها ي مجموع محاسبه

.
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  .هاي همگراي نامتناهي نيز قابل استفاده است يسر بر رويبودن  خاصيت خطياين 
  :مثالبراي . ي مجموع را به داخل نماد مجانبي منتقل كنيم توانيم محاسبه بودن مي با استفاده از ويژگي خطي

  
  

 پردازشاين نوع . شود اعمال مي n، ولي در سمت راست به kدر سمت چپ، به متغير  در اين معادله، نماد
  .هاي همگراي نامتناهي نيز اعمال شود تواند به سري مي

  هاي حسابي سري
  :بگيريد نظر زير را در مجموع

  

  :است و مقدارش به صورت زير است سري حسابياين سري، يك 

  )1-الف(
  )2-الف(
شود ولي همان  ر هر جمله ميد b > 0و ضريب ثابت  a  0شامل يك ثابت جمعي  سري حسابي عمومييك  

  :زمان مجانبي را دارد
  )3-الف(

  مجموع مربعات و مكعبات
  :شوند اعمال ميمجموع مربعات و مكعبات هاي زير بر  فرمول

  )4-الف(

    )5-الف(
  هاي هندسي سري

xبراي عدد حقيقي 1 ،بگيريد نظر زير را در مجموع:  
  
  

  :است و مقدار آن برابر است با نمايي سرييا  هندسي سري، مجموعاين 

  )6-الف(

  :نامتناهي زير را داريمو نزولي هندسي ، سري باشد x| < 1|وقتي مجموع، نامتناهي و

  )7-الف(

  .شود ست اعمال ميا x = 0، اين فرمول حتي وقتي  1 = 00اگر فرض كنيم  

.

,

.

,

.

.

.
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  هاي هارمونيك سري
  :اُم برابر است با n 1عدد هارمونيك، nبراي مقادير صحيح مثبت 

  
  

  )8-الف(
  )9-الف(

  :كند ترِ زير را فراهم مي هاي قوي كران )21-الف(و  )20-الف(نامعادلات 
  )10-الف(

  ها از سري گيري گيري و انتگرال مشتق
به عنوان  .آيد يابي به دست مي هاي ديگري براي مجموع ، فرمولهاي فوق فرمول گيري از گيري و مشتق انتگرال با

  :خواهيم داشت x| < 1|براي ،  xدر طرفين و ضرب  )7- الف (هاي هندسي نامتناهي  گيري از طرفين سري مثال، با مشتق

  )11-الف(

  2سري ادغامي
0 ي براي هر دنباله 1 na ,a ,...,a داريم:  

  )12-الف(

1 ي زيرا هر جمله 2 n 1a ,a ,...,a   است ادغاميگوييم، اين مجموع،  مي. شود و يك بار تفريق مي جمعدقيقاً يك بار .
  :به طور مشابه، داريم

  

  :به عنوان مثالي از مجموع ادغامي، سري زير را درنظربگيريد
  

  
  :منيچون هر جمله را به صورت زير بازنويسي ك

  
  :اشتخواهيم د

  
  
  

_____________________________________________________________ 
1. Harmonic number          2. Telescoping series  

.

,

.

.

,

.
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  ها تغيير انديس مجموع
سري . گيرد تواند با تغيير انديس آن ساده شود كه معمولاً با وارون كردن مجموع انجام مي يك سري گاهي مي

n
n kk 0

a  چون جملات اين مجموع . را در نظر بگيريدn n 1 0a ,a ,...,a توانيم ترتيب انديس را  هستند، مي
  :معكوس كنيم و مجموع را به صورت زير بازنويسي كنيم j = n – kقرار دادن  با

  )13-الف(

  . ي تغيير انديس آن فكر كنيم عموماً، اگر انديس مجموع در بدنه جمع با علامت منفي ظاهر شود، خوب است كه درباره
  :به عنوان مثال، مجموع زير را در نظر بگيريد

  
  

اين مجموع را ساده كنيم، اين بار توانيم  در واقع، مي. شود ظاهر مي (n – k + 1)/1 با علامت منفي در kانديس 
  :و خواهيم داشت  j = n – k + 1دهيم  قرار مي

  )14-الف(

  ).8-الف(كه فقط سري هارمونيك است 
  ها ضرب حاصل
1متناهي ضرب حاصل 2 na a ...a تواند به صورت زير نوشته شود مي:  

  
  

 اتحادتوان فرمول حاوي ضرب را با استفاده از  مي. شود يك تعريف ميبرابر با ، ضرب حاصل، مقدار n = 0گر ا
  :تبديل كرد مجموعزير، به 

  
  
  ها تمرين

  .   با استفاده از ويژگي خطي بودن مجموع، ثابت كنيد كه                                                          :1- 1- تمرين الف
  .اي براي                        بيابيد فرمول ساده :2- 1- تمرين الف
  .تفسير كنيد) 6-الف(ي  را بر اساس معادله 111,111,111عدد دهدهي   :3- 1- تمرين الف
  .سري متناهي                                                را ارزيابي كنيد  :4- 1- تمرين الف
  .نشان دهيد                                    . ثابت است c  0فرض كنيد   :5- 1- تمرين الف
  .، نشان دهيد كه                                                     x| < 1|براي  :6- 1- تمرين الف
هاي بالا و پايين مجانبي را به  كران: ماييراهن(ثابت كنيد                                                        :7- 1- تمرين الف

  ).طور جداگانه نشان دهيد
  .كنيد استفادهسري هارمونيك از براي اين كار، .                                                        نشان دهيد كه :8- 1- تمرين الف
  .   نشان دهيد كه                                 :9- 1- تمرين الف



.

.


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  .ارزيابي كنيد x| < 1|براي مجموع                              را  :10- 1- تمرين الف
  .ضرب                           را ارزيابي كنيد حاصل :11- 1- تمرين الف

  ها مجموع ي كران اسبهمح      2-الف   
  .كنند، وجود دارد ها را توصيف مي اي الگوريتمهاي اجر هايي كه زمان مجموع 1تعيين كرانهاي مختلفي براي  تكنيك

  استقراي رياضي
سري مجموع كنيم كه  به عنوان مثال، ثابت مي. ترين روش ارزيابي سري، استفاده از استقراي رياضي است  ساده

nحسابي 
k 1

k
 ،برابر با n(n 1) / 2 براي . استn = 1 داريم ،n(n + 1)/2 = 1 . 2/2 = 1  1كه برابر با

k 1
k

 
نيز برقرار  n + 1كنيم براي  برقرار است و ثابت مي nكند براي  سازيم كه بيان مي فرض استقرا مي يك. است
  :داريم. است

  
  
  
  
  

تواند  استقرا مي. را حدس بزنيم مجموعلازم نيست مقدار دقيق هميشه استفاده از استقراي رياضي،  براي
nكنيم كه ثابت ميبه عنوان مثال، . نيز به كار رود ها كران اثباتبراي  k n

k 0
3 O(3 )


 . به طور خاص، براي ثابتc ،

nكنيم كه اثبات مي k n
k 0

3 c3


 .ي براي شرط اوليه n = 0  تا زماني كهc 1  0است، داريم k
k 0

3 1 c


  .
  :داريم. برقرار است n + 1كنيم براي  برقرار است، ثابت مي nبراي  ها كرانكه اين  با فرض اين

  
  
  
  
  

/1)به شرطي كه  3 1/ c) 1   ،يا معادل آنc 3/ 2  ،خواهيم داشتباشد:n k n
k 03 O(3 ) .  

كنيم، بايد دقت كافي به خرج  از طريق استقرا استفاده مي ها كرانوقتي از نمادگذاري مجانبي براي اثبات 
nاثبات نادرست . دهيم

k 1
k O(n)


 1يقيناً، . بگيريد نظر را كه در زير آمده است در

k 1
k O(1)


  . با توجه

  :كنيم اثبات مي n + 1آن را براي ، nمربوط به  كرانبه 
  

  

_____________________________________________________________ 
1. Bounding  



 )بنا به فرض استقرا(

.


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نشان . كند ودر نتيجه، ثابت نيست رشد مي n، با بزرگ Oشده در نمادگذاري  مخفي ثابتكه   است  اشكال اين
  .كند كار ميدرست  هاn براي تماميكسان نداديم كه ثابت 

  ها ي كران جمله اسبهمح
اغلب كافي ي سري به دست آيد، و  هر جمله ين كرانتعيتواند با  بالاي خوب مربوط به سري، مي كرانگاهي، 

بر  يعبالاي سر كرانبه عنوان مثال، . هاي ديگر استفاده كنيم داركردن جمله ترين جمله براي كران است از بزرگ
  :، به صورت زير است)1 –الف( سري حسابيروي 

  
  

nبه طور كلي، براي سري 
kk 1

a
 اگر قرار دهيم ،max ka max{a :1 k n}  گاه داريم ، آن:  

  

سري  ي هر جمله كردن دار كرانشود، تكنيك  دار كرانسري بتواند توسط يك سري هندسي يك وقتي 
nبا توجه به سري  .است روش ضعيفيترين جمله،  بزرگتوسط 

kk 0
a

 فرض كنيد براي تمام ،k 0 داريم 
k 1 ka / a r  0در آن ، كه < r < 1 شود،  دار كرانتواند توسط سري هندسي نزولي نامتناهي  اين مجموع مي. ثابت  است

k زيرا
k 0a a r و در نتيجه داريم:  

  
  
  
  
  
kكردن مجموع  دار كرانتوان اين روش را براي  مي

k 1
(k /3 )

 به منظور شروع مجموع . استفاده كرد
k، آن را به صورت k = 0در  1

k 0
((k 1) / 3 ) 


 0 اول ي جمله. كنيم بازنويسي مي(a است و نسبت  1/3برابر  (

(r)  جملات متوالي، برايk 0 به صورت زير است:  
  

  
  

  :بنابراين، داريم
  

  
  
  

.

.

.

 )15-الف(

 )16-الف(
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 1تر از  آن كوچكنسبت جملات متوالي دهيم  نشان ميمتداول در اين روش اين نكته است كه  اشتباه
اي از آن، سري هارمونيك  نمونه. شود مي دار كرانكه مجموع توسط سري هندسي  نيماست و سپس فرض ك

  :نامتناهي است، كه واگرا است، زيرا داريم
  

  
  

است، اما اين سري توسط سري  k / (k + 1) < 1له در اين سري، برابر با امُين جم kامُين و  (k + 1)نسبت 
 r < 1، بايد نشان دهيم كه يك كردن يك سري توسط سري هندسيدار  كرانبراي . شود نمي دار كرانهندسي نزولي 

ي در سر. تر نيست زرگب rهرگز از  ،وجود دارد كه ثابت است، به طوري كه نسبت تمام جفت جملات متوالي
  .شود نزديك مي 1نسبت خيلي به اين وجود ندارد، زيرا  rهارمونيك، چنين 

  1ها مجموع ي تجزيه
هاي دشوار، بيان سري به صورت مجموع دو يا چند سري از  مجموعروي  ها كرانيك روش به دست آوردن 

ض كنيد سعي به عنوان مثال، فر. كردن هر سري حاصل استدار  كراني انديس و سپس  بازه ي تجزيهطريق 
nروي سري حسابي بر پايين  كرانيك كنيم  مي

k 1
k

  2بالاي آن كرانپيدا كنيم، كه قبلاً نشان داده شد كهn 
كنيم، اما چون آن جمله  دار كرانترين جمله  را توسط كوچك مجموعاست سعي كنيم هر جمله در  ممكن. است

  .است 2nبالاي  كرانآوريم، كه خيلي دور از  به دست مي مجموعرا براي  nروي بر پاييني  كران يك است،
براي سهولت فرض . پايين بهتري را به دست آوريم كرانتوانيم  ميكنيم،  تجزيهرا  مجموعاگر ابتدا 

  :مجانبي است قوي كرانزير،  كران،                         چون داريم . زوج است nكنيد كه 
  

  
  
  
  
  

كنيم و تعداد  مي تجزيهرا  مجموع اغلب اينآيد،  ي كه از تحليل الگوريتم به دست ميمجموعبراي 
در  ka ي شود كه هر جمله معمولاً اين تكنيك وقتي اعمال مي. گيريم نمي نظر را در ي آن ثابتي از جملات اوليه

n مجموع
kk 0

a
  مستقل از ،n 0سپس براي هر ثابت . باشدk 0توان نوشت ، مي:  

  
  
  

_____________________________________________________________ 
1. splitting summations 

.

,
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هاي  سپس با استفاده از روش. ها نيز ثابت است ند و تعداد آنهست  ، ثابتمجموعاين  ي زيرا تمام جملات اوليه
توان  ديگر مي

0

n
kk k

a
  عمال مي مجموعاين تكنيك به . كرد دار كرانرابه عنوان مثال، . شود هاي نامتناهي نيز ا

2 مجموعروي بر بالاي مجانبي  كرانبراي يافتن  k
k 0

k /2

 شود كه اگر  مشاهده ميk 3  باشد، نسبت
  :جملات متوالي عبارت است از

  
  

  :شود تجزيهتواند به صورت زير  مي مجموعبنابراين، 
  

  
  
  

  
  
  
  

به . هاي دشوارتر به كار رود مجانبي در وضعيت هاي كرانتواند براي تعيين  مي مجموع ي تجزيهتكنيك 
  :)9 –الف (را روي سري هارمونيك به دست آورد  O(lg n) كرانتوان  عنوان مثال، مي

  
  

lgه ب nتا  1ي  بازه ي تجزيهاين كار را با  n 1   انجام  1 سهم ه با مقدارقطعبالاي هر  كرانه و تعيين قطع
iبراي . دهيم مي 0,1,..., lg n     ،ي هقطع i  شامل جملاتي است كه در اُمi1/ شود و به سمت بالا  شروع مي 2
iشامل ليرود و مي 11/ 2  هاي هارمونيك  ه شامل جملاتي باشد كه در سريقطعاست آخرين   ممكن. شود نمي

  :و در نتيجه خواهيم داشت اصلي قرار ندارند
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  )17-الف(

  

.

 )ير انديسبا تغي(
  
  ))15- الف(بنا به نامعادله (
  
 ))16- الف(بنا به نامعادله (
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nتقريب       1 –شكل الف 

k m
f (k)

 و طيل نشان داده شده است،مساحت هر مستطيل در داخل مست. انتگرال ي به وسيله   
داده زير منحني نشان  دار ي سايه انتگرال توسط ناحيه. دهد را نشان مي مجموعمستطيل، مقدار كل مساحت 

با انتقال و سپس                                             ، خواهيم داشت)الف(ها در  ي مساحت با  مقايسه. شده است
  .                                             داشت خواهيم) ب(، در واحد به سمت راست ي يك مستطيل به اندازه

  ها انتگرال زدن با تقريب
nبتواند به صورت  مجموعوقتي 

k m
f (k)

 در آن بيان شود كه f(k) توان آن  تابع يكنواخت صعودي باشد، مي
  :زد قريبرا با انتگرال ت

  )18-الف(

ها در شكل نمايش داده  به صورت مساحت مستطيل مجموع. شده است نشان داده 1-شكل الفاين تقريب در 
توان از  ، ميباشدتابع يكنواخت نزولي يك  f(k) هرگاه. دار زير منحني است سايه ي شوند، و انتگرال، ناحيه مي

  :استفاده كرد هاي كرانروش مشابهي براي تعيين 

  )19-الف(

.

.

 )الف(

 )ب(
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n
k 1

1/ k


. دهد امُين عدد هارمونيك ارائه مي nبراي  )10–الف(در معادله ، تخمين دقيقي را )19-الف(رال تقريب انتگ
  :پايين، داريم كرانبراي 

  
  )20-الف(

  
  :دهد نامساوي زير را به دست ميتقريب انتگرال بالا،  كرانبراي 

  
  

  
  )21-الف(

  ها تمرين

nنشان دهيد كه :1-2- تمرين الف 2
k 1

1/ k
  شده است دار كران ثابتمقدار با يك از بالا.  

  :زير به دست آوريد مجموعروي بر بالاي مجانبي را  كران :2-2- تمرين الف
  
  

lg)اُم هارمونيك برابر است با n، نشان دهيد كه عدد مجموعي  تجزيهاز طريق  :3-2- تمرين الف n) .  
nتقريب  :4-2- تمرين الف 3

k 1
k

 را با انتگرال به دست آوريد.  
  به طور  )19- الف(انتگرال اُمين عدد هارمونيك از تقريب  nروي بر بالا  كرانچرا براي به دست آوردن  :5- 2-تمرين الف

  كنيم؟ مستقيم روي                 استفاده نمي                          

  ها مسأله      3-الف   
  .ها داركردن مجموع كران   :  1- الف ي مسأله  

rفرض كنيد . هاي زير مشخص كنيد مجموعدقيق مجانبي را براي  هاي كران 0  وs 0 هستند ثابت.  

  .الف

  .ب

  .پ

.

.


