
  ها ماتريس                      
  
  
  
  

ها كار كرده باشيد، با اغلب  اگر قبلاً با ماتريس. ها كاربردهاي فراواني دارند، از جمله در محاسبات علمي ماتريس
به تعاريف و  1 –بخش ت . است جديد باشند  ها ممكن مطالب اين پيوست آشنايي داريد، ولي بعضي از آن

  .كند ها را بحث مي بعضي از خواص اصلي ماتريس 2 –ت بخش پردازد و  ريسي ميمات مقدماتي اعَمال

  ماتريسي اَعمالها و  ماتريس      1-ت   
  .كنيم ها را بررسي مي ها و خواص مهم آن ماتريس ي نظريهدر اين بخش، بعضي از مفاهيم اساسي 

  ها و بردارها ماتريس
  :را كه در زير آمده است، در نظر بگيريد Aراي مثال، ماتريس ب. اي چهارگوش از اعداد است ماتريس، آرايه

  
  

  )1- ت(

2اين ماتريس، يك ماتريس  3  است و به صورتijA (a ) شود كه در آن،  نمايش داده ميi = 1, 2 و 

j = 1, 2, 3  و عنصر موجود در سطر استi  و ستونj  را باija از حروف بزرگ براي نمايش  .دهيم نشان مي
mهاي اي از تمام ماتريس مجموعه .كنيم و از حروف كوچك براي نمايش عناصر آن استفاده ميماتريس  n  با

mهايي از نوع حقيقي، به صورت  درايه n هاي  اي از ماتريس و به طور كلي، مجموعه شود نمايش داده مي
m n ها از  هاي آن كه درايهS گرفته شدند، باm nS  شوند نمايش داده مي.  

. است به دست آمده Aهاي  است كه با تعويض سطرها و ستون TAماتريس،  Aماتريس  1ي ترانهاده
  :، داريم)1 –ت (ي  معادلهاز  Aبراي ماتريس 

  
  

 3ي  كه در زير آمده است، برداري به اندازه xبه عنوان مثال، . بعدي از اعداد است اي يك ، آرايه2بردار
  :است

_____________________________________________________________ 
1. Transpose          2. Vector 
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كنيم و  براي نمايش بردارها از حروف كوچك استفاده مي. نامند مي تايي nبردار را  nگاهي برداري به طول 
شكل استاندارد بردار . دهيم نمايش مي ixبه صورت  i = 1, 2, ... , nرا به ازاي  nبه طول  xاُم بردار  iر عنص
nمتناظر با ماتريس ستونيِ بردار را 1 كردن آن به دست   متناظر آن را با ترانهاده بردار سطري. گيريم درنظرمي
  :وريمآ مي
  

1بردار واحد
ie برداري است كه عنصر ،i  ي بردار واحد، از  معمولاً، اندازه. و ساير عناصر آن صفر است 1اُم آن

  .شود متن مشخص مي
نمايش داده  0چنين ماتريسي معمولاً با . ، ماتريسي است كه تمام عناصر آن صفر استماتريس صفر

از صفرها   ماتريسياگر . شود و ماتريسي از صفرها معمولاً از متن مشخص مي 0ام بين عدد شود، زيرا ابه مي
  .ي ماتريس نيز بايد از متن به دست آيد موردنظر باشد، اندازه

  يهاي مربع ماتريس
n يماتريس مربع n لب هستندهاي مربعي، جا چندين حالت از ماتريس. شود به وفور استفاده مي:  

i، هر وقت ماتريس قطريدر  .1 j  ،باشدija 0 قطر اين ماتريس، واقع بر  چون تمام عناصر غير. است
 :توان مشخص كرد صفر است، آن را با عناصر روي قطر مي

  
  
  
 
n 2ماتريس هماني .2 n  به نامnIماتريسي قطري است كه عناصر قطر آن، يك است ،: 

  
  
  
  

اُم ماتريس هماني، بردار  iستون . دهيم ي آن را از متن تشخيص مي بدون انديس ظاهر شود، اندازه Iوقتي 
  .است ieواحد 

ijt، داريم  i – j| > 1|، ماتريسي است كه به ازاي هر  T قطري سهماتريس  .3 0 .هاي غيرصفر فقط در  درايه
i,i(قطر اصلي  بلافاصله در بالايقطر اصلي،  1t   برايi = 1, 2, ... , n – 1( زير قطر اصلي بلافاصله ، يا

)i 1,it  برايi = 1, 2, ... , n – 1 (قرار دارند: 

_____________________________________________________________ 
1. Unit vector          2. Identity matrix 
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ijuداريم  i > jماتريسي است كه به ازاي  U ماتريس بالامثلثي .4 0 .هاي زير قطر اصلي صفر  تمام درايه
 :هستند

  
  
  

  .است كه تمام عناصر قطر آن برابر با يك باشد بالامثلثي واحدماتريس بالامثلثي در صورتي 
ij، داريم  i < j ، ماتريسي است كه اگر L مثلثي  ماتريس پايين .5 0l .هاي بالاي قطر اصلي صفر  تمام درايه

 :هستند

  
  
  

  .است كه تمام عناصر قطر آن يك باشد پايين مثلثي واحدماتريس پايين مثلثي، در صورتي 
ز مثالي ا. هاي ديگر آن صفر هستند دارد و درايه 1در هر سطر يا ستون، فقط يك  P 1ماتريس جايگشت .6

  :ماتريس جايگشت در زير آمده است
  

  
  

  
تغيير در ماتريس جايگشت،  xد كه اثر ضرب بردار نچنين ماتريسي را به اين دليل ماتريس جايگشت گوي

  .دهد هاي جايگشت را نشان مي خواص ديگري از ماتريس 4-1- تمرين ت. است xعناصر  2چيدمان
TA، در شرط  A 3ماتريس متقارن .7 A اي از ماتريس متقارن در زير آمده است نمونه. كند صدق مي:  
  

  

_____________________________________________________________ 
1. Permutation          2. Rearrange          3. Symmetric matrix 
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  ها ماتريسبر روي اصلي  اعَمال
از يك سيستم اعداد اول مثل اعداد حقيقي، اعداد مختلط يا اعداد صحيح  1اسكالر اعدادعناصر ماتريس يا بردار، 

توان  اين تعاريف را مي. كند ا تعريف ميضرب و جمع ر گيسيستم اعداد، چگون. ي يك عدد اول است به پيمانه
  .ها را دربرگيرد تعميم داد تا جمع و ضرب ماتريس

ijAاگر . كنيم را به اين صورت تعريف مي جمع ماتريس (a )  وijB (b ) هايي با ابعاد  ماتريس
m n  ،ها جمع آن ماتريس گاه آنباشند ijC (c ) A B    يك ماتريسm n  است كه برايi = 1, 2, ... , m 

  :شود به صورت زير تعريف مي j = 1, 2, ... , nو 
  

  :ماتريس صفر، ماتريس هماني جمع ماتريسي است. شود انجام مي 2مولفهبه  مولفهيعني، جمع ماتريس، به صورت 
  

ijAيك عدد و  گر ا (a )  ،گاه آنيك ماتريس باشد ijA ( a )    ضرب اسكالريك A  است كه
ijAماتريس  ي قرينهبه عنوان يك حالت خاص، . آيد به دست مي در  Aبا ضرب هر عنصر  (a )  را به

1 A A    ي كنيم، به طوري كه درايه تعريف مي ij  اُم–A  برابر باija بنابراين داريم. است:  
  

  . A – B = A + (-B) :كنيم استفاده مي تفريق ماتريسماتريس براي تعريف  منفي يكاز 
 سازگاركنيم كه  شروع مي Bو  Aبا دو ماتريس . كنيم تعريف مي را به اين صورت ماتريس ضرب

به طور كلي، عبارتي كه (باشد  Bبرابر با  تعداد سطرهاي ماتريس  Aهاي ماتريس   باشند، يعني تعداد ستون
ikAاگر ). سازگارند Bو  Aكند كه  گيرد، فرض مي را دربرمي ABضرب ماتريس  (a ) سيك ماتريp q  و

kjB (b )  يك ماتريسq r  ،ها  ضرب آن حاصل گاه آنباشدC = AB  و ماتريسijC (c )  با ابعادp r 
  :داريم j = 1, 2, ... , pو  i = 1, 2, ... , m ياست كه در آن، برا

  )2- ت(

. آورد به دست مي )2-ت(ي  معادله، ضرب ماتريس را بر اساس RECTANGULAR-MATRIX-MULTIPLY الرو
عمل  p(q – 1)rعمل ضرب و  pqrدر اين روال از تعداد . اند همگي صفر شده Cي  كند عناصر آرايه اين روال فرض مي

، n = p = q = rباشند، به طوري كه  n  nمربعي و ها  اگر ماتريس. است (pqr)شود كه زمان اجراي آن  جمع استفاده مي
بخش (است  (n3)شود كه قبلاً ديديد و زمان اجراي آن  تبديل مي MATRIX-MULTIPLYكد به روال  شبه

  ).دهد كه توسط استراسن مطرح شد ارائه مي (nlg 7)تر به لحاظ مجانبي را با زمان  الگوريتم سريع 4-2
هاي هماني، براي ضرب  ماتريس. خواص جبري اعداد را دارند) ولي نه تمام( از ا بسياريه ماتريس

mبا ابعاد  Aمثلاً براي ماتريس . است عنصر خنثيها،  ماتريس n به صورت زير است:  

  :آيد ماتريس در ماتريس صفر، يك ماتريس صفر به دست مييك با ضرب 

_____________________________________________________________ 
1. Scalar  numbers         2. Componentwise 
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  :داريم Cو  A  ،Bهاي سازگار  براي ماتريس. پذير است كتضرب ماتريس، شر
  

  :پذير است جمع توزيع نسبت بهضرب ماتريس، 
  
  

nهاي  ، ضرب ماتريس n > 1براي  n براي مثال اگر داشته باشيم. جاپذير نيست جابه:  
0 1

A
0 0

 
  
 

0و   0
B

1 0

 
  
 

  
  :داريم گاه آن

    
  و        

  
كنيم كه گويي بردار، ماتريس  بردار را طوري تعريف مي دربردار يا بردار  درماتريس  هاي ضرب حاصل

nسازگار  1  1يا يك ماتريس (است n بنابراين، اگر ). در مورد بردار سطريA  ماتريسm n  باشد وx 
باشند، حاصل عبارت  nطول بردارهايي به  yو  xاگر . است mبرداري به طول  Ax گاه آن،  nبرداري به طول 

1در واقع ماتريس (زير، يك عدد  1 ( 1ضرب داخلي حاصلاست و x  وy نام دارد:  
  
  

.  x, y = y, x :جاپذير است جابه ضرب داخلي عملگر حاصل. كنيم اده مياستف xTyبراي نمايش  x, yاز نمادگذاري 
nبه ابعاد  Zيك ماتريس  Txyماتريس n  2ضرب خارجي حاصلاست كه x  وy  نام دارد، به طوري كه

ij i jz x y . اقليدسي(نرُم( x  مربوط به بردارn شود عنصري، به صورت زير تعريف مي:  
  
  

  :اكنون نامعادله زير را در نظر بگيريد .بعدي است n، برابر با طول آن در فضاي اقليدسي  xبنابراين، نرُم 

  :داريم xعنصري  nو بردار  aيك حقيقت مفيد ناشي از اين نامعادله آن است كه براي هر عدد حقيقي 
  )3- ت(

  ها تمرين
nهاي متقارن  ماتريس Bو  Aنشان دهيد كه اگر  :1-1-تمرين ت n  ،گاه آنباشند A + B  وA – B نيز متقارن هستند.  
Tثابت كنيد :2-1-تمرين ت T T(AB) B A  وTA A هميشه ماتريس متقارن است.  
  .مثلثي است مثلثي، پايين ضرب دو ماتريس پايين ثابت كنيد حاصل :3-1-تمرين ت
nماتريس جايگشت  Pثابت كنيد كه اگر  :4- 1- تمرين ت n  وA  ماتريسn n  ،ضرب  ماتريس حاصل گاه آنباشدPA  برابر با

A  ضرب دو ماتريس جايگشت، يك ماتريس جايگشت است ثابت كنيد حاصل. ر كرده استچيدمان سطرهاي آن تغيياست كه.  
_____________________________________________________________ 

1. Inner product          2. Outer product 
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  ها خواص اصلي ماتريس      2-ت   
ها، وابستگي و استقلال خطي، رتبه و   وارون: كنيم ها را بررسي مي در اين بخش، بعضي از خواص اصلي ماتريس

  .كنيم را تعريف مي) معين( 1قطعي –مثبت  هاي كلاس ماتريسبراين،  علاوه. ها دترمينان

  ماتريس ،  رتبه و دترمينان وارون
nبا ابعاد  Aماتريس  وارون n  را ماتريسn n 1كنيم و با  تعريف ميA در صورت (دهيم  نشان مي
1، به طوري كه )وجود 1AA In A A   .مثال زير را ببينيد:  

  
  

nهاي  بسياري از ماتريس n  ،گوييم 3منفرديا  2ناپذير وارونرا وارون ماتريس فاقد . ندارند وارونغيرصفر .
  :غيرصفر به صورت زير است منفردمثالي از ماتريس 

  
  

ماتريس، در صورت وجود، يكتا است  وارون. نام دارد نامنفرديا  پذير وارونباشد،  واروناگر ماتريسي داراي 
n نامنفردهاي  ماتريس Bو  Aاگر ). را ببينيد 1-2-تمرين ت( n  ،داريم گاه آنباشند:  
  

  :شود ، با عمل ترانهاده محاسبه ميوارون عمل
  

1بردارهاي  2 nx ,x ,..., x 1هستند كه ضرايب  4ي خطي وابسته در صورتي 2 nc ,c ,...,c  وجود داشته
1ها صفر نباشند، به طوري كه  باشند كه تمام آن 1 2 2 n nc x c x ... c x 0    . 1بردارهاي سطريx (1 2 3)  ،

2x (2 6 4)  3وx (4 11 9) 1 ي خطي هستند، زيرا مثلاً وابسته 2 32x 3x 2x 0   .ي  وابسته اگر بردارها
  .هاي ماتريس هماني، مستقل خطي هستند براي مثال، ستون. هستند 5مستقل خطيخطي نباشد، 
mماتريس  6ي ستوني رتبه n  غيرصفرA هاي مستقل  ترين مجموعه از ستون ي بزرگ ، برابر با اندازه

ترين مجموعه از سطرهاي مستقل خطي  ي بزرگ برابر با اندازه A 7ي سطري رتبهبه طور مشابه، . است Aخطي 
A هر ماتريس  ويژگي اصلي. استA ي ستوني آن است، به  ي سطري آن هميشه برابر با رتبه كه رتبه  است  اين

mي ماتريس  رتبه. استفاده كرد Aي  توان فقط از رتبه طوري كه مي n و  0، يك عدد صحيح بينmin{m, n}  
nي ماتريس هماني  ي ماتريس صفر، برابر با صفر و رتبه رتبه(خود اين اعداد است  يا n  برابر باn است .(

nي ماتريس  كه، رتبه است تعريف مفيد ديگر اين n  غيرصفرA ن عدد تري ، كوچكr  است به طوري كه
mبه ترتيب با ابعاد  Cو  Bهاي  ماتريس r  وr n وجود دارند:  

_____________________________________________________________ 
1. Positive-definite          2. Noninvertible          3. Singular          4. Linear dependent          
5. Linearly dependent          6. Column rank          7. Row raank  
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nبا ابعاد  A يماتريس مربع n اش  دارد كه رتبه 1ي كامل رتبه، در صورتيn ماتريس . باشدn n  در صورتي
  .كند ها را بيان مي ي زير، خاصيت مهم رتبه قضيه. باشد nي آن  دارد كه رتبه ي ستوني كامل رتبه
  1 -ت  ي قضيه

  .باشد نامنفردي كامل است اگر و فقط اگر  داراي رتبه يماتريس مربع
كه اثبات آن (ي زير  قضيه.  Ax = 0به طوري كه  ،است x، بردار غيرصفر  Aماتريس  براي 2بردار تهي

بودن را با بردارهاي  منفردي ستوني و  آن، مفاهيم رتبه ي نتيجهو ) در نظر گرفته شد 7-2-تمرين تبه عنوان 
  .دده مينشان تهي 
  2 -ت  ي قضيه

  .باشد بردار تهيي ستوني كامل است اگر و فقط اگر فاقد  داراي رتبه Aماتريس 
  3 -ت  ي نتيجه

  .است اگر و فقط اگر بردار تهي داشته باشد منفرد A يماتريس مربع
nبا ابعاد  Aاُم ماتريس  ij 3كهاد n براي ،n > 1  برابر ماتريس ،[ij]A  با ابعاد(n 1) (n 1)    است

nبا ابعاد Aماتريس  دترمينان .به دست آمده است Aاُم  jاُم و ستون  iكه با حذف سطر  n  را به طور بازگشتي
  :كنيم هاي آن تعريف ميكهادبرحسب 

  
     

iي  جمله j
[ij]( 1) det(A )  عنصر  4ي سازههمراija ها ارائه نشدند،  هاي زير كه اثبات آن قضيه. گويند مي

  .كنند مينان را مشخص ميخواص اساسي دتر
  )خواص دترمينان( 4 –ت  ي قضيه

  :داراي خواص زير است A يدترمينان ماتريس مربع
  اگر سطر يا ستوني ازA  ،گاه آنصفر باشد det(A) = 0 . 

 از ) يا ستوني(هاي سطري  اگر تمام درايهA  در  ضرب شود، دترمينانA  در شود ضرب مي. 

  اگر در ماتريسA اضافه شود، دترمينان ) يا ستون ديگر(به سطر ديگر ) ستون(هاي يك سطر  ، درايهA 
 .كند تغيير نمي

  دترمينانA  برابر با دترمينانTA است. 

  از ماتريس ) يا دو ستون(اگر دو سطرA  تعويض شوند، دترمينانA  شود ضرب مي 1-در. 

  . det(AB) = det(A) det(B)، داريم  Bو  Aهمچنين، براي هر ماتريس مربع 
  5 -ت  ي قضيه

nبه ابعاد  Aماتريس  n ،است اگر و فقط اگر  منفردdet(A) = 0 .  
_____________________________________________________________ 

1. Full rank          2. Null vector         3. Minor          4. Cofactor 
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  مثبتهاي معين  ماتريس
nبا ابعاد  Aماتريس . دارندنقش مهمي در بسياري از كاربردها ، 1مثبت هاي معين ماتريس n  مثبتدر صورتي  
xاست كه براي تمام بردارهاي  معين 0  به طولn  داشته باشيم ،Tx Ax 0 . ،براي مثال، ماتريس هماني
Tاست، زيرا براي هر بردار غيرصفر مثبت معين 

1 2 nx (x x ... x ) داريم:  
  
  
  
  

  .هستندمثبت ي زير، معين  روند، بنا به قضيه هايي كه در عمل به كار مي ماتريس
  6 -ت  ي قضيه

TAي ستوني كامل، ماتريس  با رتبه Aبراي هر ماتريس  A  استمثبت معين.  
Tداريم ،  xبايد نشان دهيم كه براي هر بردار غير صفر  :اثبات Tx (A A)x 0  . براي هر بردارx داريم ،:  

  
  

2توجه كنيد كه 
Ax  برابر با مجموع مربعات عناصر بردارAx 2بنابراين . است

Ax 0  . با استقرا نشان
2خواهيم داد كه 

Ax 0 . 2اگر
Ax 0 هر عنصر ،Ax گوييم  برابر با صفر است كه ميAx = 0  . چونA 

. مخالف صفر، در تضاد است xكه با فرض  x = 0گويد كه  مي 2-ت ي قضيهي ستوني كامل است،   داراي رتبه
  .مثبت معين است ATAلذا 

ز شرط مشابهي استفاده ا 3-33بخش  .كند را تشريح ميمثبت هاي معين  خواص ماتريس 3-28بخش 
، مثبت نيمه معين است اگر براي n  nبا ابعاد  Aماتريس . شود كند كه به نام مثبت نيمه معين شناخته مي مي

  . ATx  0داشته باشيم  x  0عنصري  nتمام بردارهاي 
  ها تمرين

  . B = C گاه آنند، باش A وارون Cو  Bيعني اگر . ماتريس، يكتا است وارونثابت كنيد كه  :1- 2-تمرين ت
  ثابت كنيد . مثلثي برابر با ضرب عناصر قطر آن است مثلثي يا بالا  ثابت كنيد كه دترمينان ماتريس پايين :2-2- تمرين ت

  .مثلثي است مثلثي، در صورت وجود پايين ماتريس پايين وارون                       
   TPاست و  TPآن  وارونپذير است و  وارون P گاه آناشد، ماتريس جايگشت ب Pثابت كنيد كه اگر  :3- 2-تمرين ت

  .يك ماتريس جايگشت است                       
nهاي  ماتريس Bو  Aفرض كنيد  :4- 2-تمرين ت n  باشند، به طوري كهAB = I  .ثابت كنيد اگرA  ازA  به اين  

در ماتريس  jاز ستون  iتفريق ستون  گاه آناضافه شود،  Aدر  jبه سطر  iصورت به دست آيد كه سطر 
B  ،وارونB  ازA دهد را ارائه مي.  

n نامنفردماتريس  Aفرض كنيد  :5-2-تمرين ت n 1ي  نشان دهيد كه هر درايه .هاي مختلط باشد با درايهA ،  
  .حقيقي باشد Aي  حقيقي است اگر و فقط اگر هر درايه                       

_____________________________________________________________ 
1. Positive-definite 

 )2- 1- ت(بنا به تمرين (
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nو متقارن  نامنفردماتريس  Aنشان دهيد كه اگر  :6-2- تمرين ت n  ،1 گاه آنباشدA نشان دهيد كه . متقارن است  
mماتريس دلخواه Bاگر                        n ،ماتريس گاه آنباشدm m كه با ضربTBAB ستاآيد، متقارن  به دست مي.  

  فقط  كامل است اگر و ي ستوني داراي رتبه Aيعني نشان دهيد كه ماتريس . ثابت كنيدرا  )2-ت( ي قضيه :7- 2-ت تمرين
وابستگي خطي يك ستون به بقيه را به صورت  :راهنمايي( x = 0د كه شو نتيجه Ax = 0 از اگر

  ).بردار نشان دهيد –ي ماتريس  معادله
  :داريم Bو  Aتريس سازگار براي هر دو ماثابت كنيد  :8- 2-تمرين ت

  
از تعريف ديگر  :راهنمايي(باشد  نامنفردماتريس مربع  Bيا  Aدهد كه  رخ ميكه تساوي در صورتي 

  ).ي ماتريس استفاده كنيد رتبه

  ها لهأمس      3-ت   
  . واندرموندماتريس    :  1-ت ي لهأمس  

0با توجه به اعداد  1 n 1x ,x ,..., x   زير واندرموندماتريس كنيد كه دترمينان ، ثابت:  
  
  
  

  :برابر است با
  
  
  ).جمع كنيد i + 1با ستون  i = n – 1, n – 2 , ... , 1ضرب كنيد و آن را به ازاي  0xرا در  iستون  :راهنمايي(
  . GF(2)ي بردار رو درشده توسط ضرب ماتريس  هاي تعريف جايگشت   :  2-ت ي لهأمس  

nي  هاي مقادير صحيح در مجموعه يك دسته از جايگشت
nS {0,1,2,...,2 1}   روي بر توسط ضرب ماتريس

GF(2) براي هر مقدار صحيح . شود تعريف ميx  درnS نمايش دودويي آن را به صورت بردار ،n  بيتي زير
  :كنيم تعريف مي

  
  
  
  

nكه  1 i
ii 0x x 2

  . اگرA  ماتريسn n  ،توان جايگشتي را  مي گاه آناست،  1يا  0باشد كه در آن، هر درايه
بردار در  كند كه نمايش دودويي آن، ضرب ماتريس را به عددي نگاشت مي nSدر  xتعريف كرد كه هر مقدار 

Ax جا، محاسباتي را روي  ندر اي. استGF(2) هستند و با يك استثنا، قوانين  1يا  0تمام مقادير، : يمده انجام مي
توان  را مي GF(2)روي بر محاسبات .  0 = 1 + 1كه  است استثنا اين. شود عادي جمع و ضرب اعمال مي

  . كنيم ه ميارزش استفاد محاسبات صحيح معمولي درنظرگرفت، با اين تفاوت كه فقط از بيت كم
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2Sبه عنوان مثال، براي  {0,1,2,3}بگيريد نظر ، ماتريس زير را در:  
  
 

A: كند اين ماتريس جايگشت زير را تعريف مي A A A A: (0) 0, (1) 3, (2) 2, (3) 1         .كه  براي اين
A(3)ببينيد  1  با كاركردن در ،GF(2) داريم:  

  
  
  
  

  .است 1 كه نمايش دودوييِ
. هستند 1يا  0هاي ماتريس و بردار،  كنيم و تمام درايه كار مي GF(2)له، روي أي اين مس براي بقيه

مثل ماتريس معمولي تعريف  GF(2)را روي ) است 1يا  0ي آن  ماتريسي كه هر درايه( 1-0ي ماتريس  رتبه
 با 1-0ماتريس  1ردب. شوند اجرا مي GF(2) كند، روي كنيم، ولي تمام محاسباتي كه استقلال خطي را تعيين مي مي

nابعاد  n كنيم را به صورت زير تعريف مي:  
  

 xبه دست آورد كه  Aدر  xتوان با ضرب هر مقدار  است كه مي nSاي از اعداد در  مجموعه R(A)به طوري كه 
  .است nSدر 
|rباشد، ثابت كنيد كه  Aي ماتريس  رتبه rاگر  .الف R(A) | 2 . نتيجه بگيريد كهA  در صورتي جايگشتي را  

  .ي كامل داشته باشد رتبه Aكند كه  تعريف مي nSروي بر        
nبا ابعاد  Aبراي هر ماتريس  n  و مقدارy R(A) ،2تصوير پيش y  را به صورت زير تعريف

  :كنيم مي
  

  .شود نگاشت مي yشود، به  ضرب مي Aاست كه وقتي در  nSاي از مقادير در  مجموعه P(A, y)به طوري كه 
nبا ابعاد  Aي ماتريس  رتبه rاگر  .ب n  وy R(A)  باشد، ثابت كنيدn r| P(A, y) | 2 .  

0فرض كنيد  m n  ي  و مجموعهnS  كنيم كه در آن،  هايي از اعداد متوالي افراز مي قطعهرا به
mعدد  m2اُم شامل  i ي قطعه m m mi2 ,i2 1,i2 2,...,(i 1)2 1    ي  براي هر زيرمجموعه. استnS S ،

به . است Sباشد كه شامل عناصري از  nSاز  m2ي  هاي با اندازه  قطعهاي از  مجموعه B(S, m)فرض كنيد 
 ي قطعهچون يك در (هاي صفر   قطعهشامل  B(S, m) گاه آن،  S = {1, 4, 5}و  n = 3  ،m = 1عنوان مثال، وقتي 

  .است) قرار دارند 2 ي قطعهدر  5و  4چون ( 2و ) صفر قرار دارد
n)ي پاييني چپ زير ماتريس  رتبه rفرض كنيد  .پ m) m   ازA  باشد، يعني ماتريسي كه با اشتراكn – m   

  باشد و  nSدر  m2ي  هر بلوكي با اندازه Sفرض كنيد . ايجاد شده است Aستون چپ  mسطر پاييني و      
_____________________________________________________________ 

1. Range          2. Preimage 
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xبراي {قرار دهيد       S ،S {y : y Ax   . ثابت كنيدr| B(S ,m) | 2   در  قطعهو براي هرB(S ,m) ،  
mدقيقاً       12   عدد درS  شوند نگاشت مي قطعهبه آن.  

 nSهاي  اي از جايگشت كند، مجموعه بردار صفر را توليد ميچون ضرب بردار صفر در هر ماتريس، 
nبا ابعاد  1-0اي ه كه با ضرب ماتريس n ي كامل روي  با رتبهGF(2) تواند شامل تمام  شود، نمي تعريف مي

تعميم بردار را  درشده توسط ضرب ماتريس  هاي تعريف جايگشت كلاساكنون، . باشد nSهاي  جايگشت
nxه طوري كه ي مجموع را دربرگيرد، ب دهيم تا يك جمله مي S  بهAx + c  ،نگاشت شود كه در آنc  بردار  

n ي مجموع بر روي  بيتي و جملهGF(2) براي مثال، ماتريس . شود انجام ميA  و بردارc  را كه در زير آمده
  :است درنظربگيريد

  
  و

  
  

  : آوريم هاي زير را به دست مي ، جايگشت cو  Aبا توجه به 

A,c A,c A,c A,c A,c: (0) 2, (1) 1, (2) 0, (3) 3          
nx، هر جايگشتي كه  cبيتي  nي كامل است و بردار  با رتبه 1-0كه يك ماتريس  Aبراي ماتريس  S را به  

Ax + c نام دارد جايگشت خطيكند،  نگاشت مي.  
  خيلي كمتر از تعداد  nSهاي خطي  نشان دهيد كه تعداد جايگشت 1استدلال شمارشيبا استفاده از يك  .ت

  .است nSهاي  جايگشت     
  براي  :راهنمايي(آيد  ارائه دهيد كه با هيچ جايگشت خطي به دست نمي nSو جايگشت  nمثالي از مقدار  .ث

  شود،  هاي ماتريس مربوط مي ر بردار واحدي كه به ستونيك جايگشت خاص، راجع به ضرب ماتريس د     
  ).فكر كنيد     

_____________________________________________________________ 
1. Counting argument 


