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ها،  اين فصل، نمادگذاري. هاي اين كتاب، با موضوعات رياضيات گسسته سروكار داشتند بسياري از فصل
  .كند را به طور كامل مرور مي ندرختاو  ها ها، توابع، گراف ها، رابطه خواص اساسي مجموعهو  ها تعريف

  ها مجموعه      1-ب   
باشد،  S ي عضو مجموعه xاگر شيء . است عناصريا  اعضا، كلكسيوني از اشياي متمايز، به نام مجموعه

xنويسيم  مي S  اگر وx  عضوS نويسيم  نباشد، ميx S .توان با نوشتن اعضاي آن به صورت  مجموعه را مي
را طوري تعريف كرد كه  S ي توان مجموعه به عنوان مثال، مي. نشان داد باز و بسته هايآكولادداخل ليستي در 

نويسيم  است، مي Sعضو  2چون .  S = {1, 2, 3}نويسيم  براي اين كار مي. باشد 3و  2، 1دقيقاً شامل اعداد 
2 S  عضو  4و چونS 4نويسيم  نيست، مي S .اعضاي و  1باشد يتواند شامل اعضاي تكرار مجموعه نمي

گوييم اين دو مجموعه  عناصر يكساني داشته باشند، مي Bو  A ي اگر دو مجموعه .دهستن  آن فاقد ترتيب
  .  {1 ,2 ,3} = {3 ,2 ,1} = {1 ,3 ,2 ,1}به عنوان مثال .  A = Bنويسيم  د و ميهستن  مساوي

  :كنيم هاي متداول ارائه مي ا براي مجموعههاي خاصي ر نمادگذاري
   ،عنصر استهرگونه است، يعني فاقد  تهي ي مجموعه. 

  { … ,2 ,1 ,0 ,1- ,2- , …}است، يعني صحيحاعداد  ي مجموعه ي دهنده نشان . 

  است اعداد حقيقي ي مجموعه ي دهنده نشان. 

  2. { … ,2 ,1 ,0} ي است، يعني مجموعه اعداد طبيعي ي ي مجموعه دهنده نشان  
xازباشند، يعني اگر  Bدر  A ي اگر تمام اعضاي مجموعه A كه  بگيريم نتيجهx Bنويسيم  ، ميA B  و

Aاگر. است B ي زيرمجموعه Aگوييم  مي B وليA Bگوييم  ، ميA محض ي زيرمجموعه B  است و
Aنويسيم  مي B . ي مجموعهبراي هر A  داريم ،A A . ي مجموعهبراي دو A  وB  داريم ،A = B  اگر و

Aفقط اگر  B  وB A.  ي مجموعهبراي هر سه A  ،B  وC  اگر ،A B  وB C گاه  ، آنA C .
  .Aداريم  A ي مجموعهبراي هر 

_____________________________________________________________ 
 .نام دارد ي چندتايي مجموعهيا  اي چندمجموعهشكلي از مجموعه كه داراي عناصر تكراري است، . 1

 .دهند در گرايش جديد، آن را با صفر نمايش مي. كنند بعضي از مولفين اعداد طبيعي را به جاي صفر با يك شروع مي. 2
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  13ها و غيره       مجموعه

Bتوان  ، مي A ي وعهمجمبا توجه به . كنيم هاي ديگر تعريف مي ها را برحسب مجموعه گاهي مجموعه A 
اعداد  ي مجموعهتوان  به عنوان مثال، مي. كند را متمايز مي Bخاصيت تعريف كرد كه عناصر اين را با بيان 

xصحيح است و  {x/2صحيح زوج را به صورت  : x  در اين نمايش، به معناي) :(كولن . تعريف كرد }

  ).شود استفاده مي |گاهي از خط عمودي (است  وري كهبه ط
هاي جديدي را  توان مجموعه مي اي مجموعه اَعمال، با استفاده از Bو  A ي مجموعهبا توجه به دو 

  :تعريف كرد
  هاي  مجموعهاشتراكA  وB به صورت زير است:  
 

 هاي  مجموعه اجتماعA  وB به صورت زير است:  
  
 ي ها بين مجموعه تفاضلA  وB به صورت زير است:  
  

  :كنند از قوانين زير پيروي مي ها مجموعه اعَمال
  :)empty set laws( تهي ي مجموعهقوانين 

  
  

  :)idempotency laws(خودتواني قوانين 
  

  :)commutative laws( جايي قوانين جابه
  

  :)associative laws( پذيري قوانين شركت
  

  :)distributive laws( پذيري قوانين توزيع

  )1- ب(

  :)absortion laws( قوانين جذب
  

  :)Demorgan’s laws( قوانين دمورگان

  )2- ب(
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  به صورت  Cو  A  ،Bهاي  هر يك از مجموعه. دهد را نشان مي) 2 –ب (نمودار ون كه قانون اول دمورگان       1 –شكل ب 
  .دايره نشان داده شدند

اين نمودار، تصوير گرافيكي . نمايش داده شده است نمودار ونبا استفاده از  1–شكل بدر قانون اول دمورگان 
  .شوند در صفحه نمايش داده ميهايي  ها به صورت ناحيه است كه در آن، مجموعه

 ي مرجع يا مجموعه جهاني ي مجموعهبه نام  Uبزرگ  ي مجموعهيك  ي مجموعهها، زير غالباً، تمام مجموعه
 ي مجموعههاي مختلفي را درنظربگيريم كه فقط از اعداد صحيح باشند،  عنوان مثال، اگر مجموعه به. هستند

را به  A ي مجموعه، مكمل  U مرجع ي مجموعهبا توجه به . مناسبي است مرجع ي مجموعه،   اعداد صحيح
xصورت  A}وA U A {x : x U    ي مجموعهاي هر بر. دهيم نشان ميA Uقوانين زير را داريم ،:  

  
  
  

B,Cي مجموعهبراي هر دو . ها نوشته شوند توانند با مكمل مي )2 –ب (قوانين دمورگان  Uداريم ،:  
  

  
Aاعضاي مشتركي نداشته باشند، يعني اگر  Bو  A ي مجموعهاگر دو  B ي مجموعهگوييم اين دو  ، مي 

  : دهد، اگر را نشان مي S ي مجموعهاز  افرازيهاي غيرتهي،  از مجموعه             كلكسيون . هستند 1جدا از هم
 از باشند، يعني                و دو به دو جدا از همها  مجموعهi j د كه شو مي نتيجهi jS S   و 

 ها  اجتماع آنS است، يعني:  
  

  .دقيقاً در يك          ظاهر شود Sكند كه هر عنصر  را ايجاد مي Sبه عبارت ديگر،    در صورتي افرازي از 
عدد . دهيم نشان مي |S|گويند و با  مجموعه مي) ي اندازهيا ( 2عدد اصليتعداد عناصر در مجموعه را 

عدد اصلي  .ها تناظر يك به يك داشته باشند مجموعه در صورتي يكسان است كه عناصر آناصلي دو 
|تهي، برابر با  ي مجموعه | 0  متناهي مجموعهگوييم  اگر عدد اصلي مجموعه، عدد طبيعي باشد، مي. است 

تناظر يك به يك داشته باشد،  طبيعي نامتناهي كه بتواند با اعداد  ي مجموعه. است نامتناهياست، وگرنه 
هستند،  اشمار مقادير صحيح . است )ماراناش( ناپذير شمارشنام دارد، وگرنه ) شمارا( 3پذير نامتناهي شمارش
  .ناپذيرند شمارش اما اعداد حقيقي 

_____________________________________________________________ 
1. Disjoint          2. Cardinality          3. Infinite conutable  
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  15ها و غيره       مجموعه

  :، هماني زير را داريم Bو  Aمتناهي  ي مجموعهبراي هر دو 
  )3 –ب (

  :ريم كهگي كه از آن نتيجه مي

|گاه  جدا از هم باشند، آن Bو  Aاگر  A B | 0   و در نتيجه| A B | | A | | B |    . اگرA Bگاه  ، آن
| A | | B |.  

 ي مجموعه را تايي 1 ي مجموعه. نامند مي تايي n ي مجموعهعنصري را گاهي  nمتناهي  ي مجموعه
  .گويند مي تايي k ي مجموعهزير عنصر يك مجموعه را گاهي kاي از  زيرمجموعه. گويند مي) يك عضوي( يكه

دهيم و  نشان مي S2را با  Sتهي و خود  ي مجموعه، از جمله  Sهاي  اي از تمام زيرمجموعه مجموعه
2{a,b}ثالبه عنوان م. نام دارد S 1تواني ي مجموعه { ,{a},{b},{a,b}}  . ِتوانيِ  ي مجموعهعدد اصلي
  .)را ببينيد 5-1-تمرين ب( S|2|، برابر است با  Sمتناهي  ي مجموعه

 aعنصر  دو 3زوج مرتب. دنهست سروكار داريم كه در آن، عناصر مرتب 2مجموعه شبه هايساختارگاهي با 
 {a, {a, b}} = (a, b) ي مجموعهتواند به طور رسمي به صورت  شود و مي ان داده مينش (a, b)به صورت  bو 

   .نيست (b, a)برابر با  (a, b)بنابراين، زوج مرتب . نمايش داده شود
Aكه با  Bو  A ي مجموعهدو  دكارتي ضرب حاصل B هاي  اي از تمام زوج شود، مجموعه نمايش داده مي

  :است Bو دومي عنصري از  A، عنصري از اين زوجتب است كه اولين عنصر مر

  
  :به عنوان مثال

  
  :ها برابر است با دكارتي آن ضرب حاصلهاي متناهي باشند، عدد اصلي  مجموعه Bو  Aوقتي 

  )4 –ب (
1ي  مجموعه  nدكارتي ضرب حاصل 2 nA ,A ,...,A ،ي مجموعه n زير است تايي:  

  
  :از  است  متناهي باشند، عدد اصلي آن عبارت Aiي ها كه اگر تمام مجموعه

  
  :دهيم به صورت زير نشان مي A ي مجموعهروي بر تايي را  nدكارتي  ضرب حاصل

  

nمتناهي باشد، عدد اصلي آن برابر است با  Aكه اگر  n| A | | A |.  يكn اهي به طول متن ي توان دنباله تايي را مي
n دانست.  

_____________________________________________________________ 
1. Power set          2. Setlike structures          3. Ordered pair 
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  ها تمرين
  .را توصيف كند )1 –ب (پذيري  قانون توزيعنمودارهاي ون را رسم كنيد كه اولين  :1-1-تمرين ب
  :ها اثبات كنيد تعميم قانون دمورگان را به هر كلكسيوني از مجموعه :2-1-تمرين ب

  
  

  :نام دارد 1عدم شمولمول و اصل ش كه ثابت كنيدرا  )3 –ب ( ي معادلهتعميم  :3-1-تمرين ب
  

 

 
  

  .پذيراست اي از اعداد طبيعي فرد، شمارش نشان دهيد كه مجموعه :4-1-تمرين ب
   S|2|يعني، (عنصر است  S|2|داراي  S2تواني ي مجموعه،  Sمتناهي  ي مجموعهنشان دهيد كه براي هر  :5- 1- تمرين ب

  ).وجود دارد Sجدا از هم از  ي مجموعهزير
  را براي زوج  ها ي مجموعه نظريهبراي اين كار، تعريف . ها ارائه دهيد تايي nك تعريف استقرايي براي ي :6- 1- تمرين ب

  .بسط دهيدمرتب 

  )relations( ها رابطه      2-ب  
Aاي از ضرب دكارتي ، زيرمجموعه Bو  A ي مجموعهروي دو بر  R 2دودويي ي رابطه B اگر . است(a,b) R  ،

aنويسيم  گاهي مي R b .گوييم  وقتي ميR  ي مجموعهروي بر دودويي  ي رابطهيك A كه  است است، معنايش اينR 
Aي مجموعهزير A ي مجموعهدر اعداد طبيعي،  تر از كوچك ي براي مثال، رابطه. است {(a, b): a, b  , a < b} 

1هاي روي مجموعهبر تايي  n ي رابطه. است 2 nA ,A ,...,A1 ي مجموعه، زير 2 nA A ... A   است.  

Rدودويي  ي رابطه A A  است اگر براي هر ) انعكاسي( 3بازتابيa A داشته باشيمa R a . به
است اگر براي تمام  متقارن R ي رابطه. نيست ”>“هستند، ولي  روي  بازتابي ي رابطه ”“و  ”=“عنوان مثال، 

a,b A داشته باشيم:  

  
است كه براي ) تراگذري( متعديدر صورتي  R ي رابطه. نيستند ”“و  ”>“تقارن است، ولي م ”=“براي مثال، 

a,b,cتمام  A داشته باشيم:  
  

Rند، ولي رابطه هست متعدي ”=“و  ”“،  ”>“هاي  براي مثال، رابطه {(a,b) : a,b ,a b 1}     نيست، زيرا 

3  R 4  4و R 5 3كه كند  دلالت نمي R 5 .  
_____________________________________________________________ 

1. principle of inclusion and exclusion          2. binary relation          3. reflexive 
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 )ها تمام دوتايي(

 )ها تاييچندتمام (
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 ي يك رابطه ”=“به عنوان مثال، . است 1ارزي هم ي رابطهمتعدي باشد، و  ، متقارنبازتابياي كه  رابطه
باشد،  A ي مجموعهروي بر ارزي  هم ي يك رابطه Rاگر . نيست ”>“روي اعداد طبيعي است، ولي بر ارزي  هم
aگاه براي  آن A 2ارزي هم كلاس a  ،ي مجموعه [a] {b A :a R b}  اي از تمام  است، يعني، مجموعه

Rو  يك عدد صحيح است {a + bبراي مثال، اگر .  aارز با  عناصر هم {(a,b):a,b گاه  ، آنR ي رابطه 
زوج است  b + aكه  شود نتيجه مي ،زوج باشد a + b، اگر )بازتابي(زوج است  a + aارزي است، زيرا  هم

 ي دسته). متعدي(زوج است  a + cد كه شو مي نتيجهنيز زوج باشد،  b + cزوج باشد و  a + bاگر و  )متقارن(
.  {… ,7 ,5 ,3 ,1} = [3]برابر است با  ،3ارزي  هم ي دستهو  { … ,6 ,4 ,2 ,0} = [4]برابر است با ،4ارزي  هم

  .ارزي به صورت زير است اساسي كلاس هم ي قضيه

  )است افراز همانارزي،  هم ي رابطه( 1 –ب  ي ضيهق
،  Aهر افراز و  دهد را تشكيل مي A، افرازي از  A ي مجموعهروي بر  Rارزي  هم ي ارزي رابطه هاي هم كلاس

  ارزي هاي هم كلاسها در اين افراز،  كند كه براي آن، مجموعه را تعيين مي Aروي بر ارزي  هم ي يك رابطه
  .ندهست

 دو به دو جدا از همهاي  ، مجموعه Rارزي  هاي هم كلاسبراي بخش اول اثبات، بايد نشان دهيم كه  :اثبات
aاست،  بازتابي Rچون . است Aها،  هستند كه اجتماع آن [a]  ندهست  ارزي غيرتهي هاي هم كلاسو در نتيجه .

aبراين، چون هر عنصر  علاوه A  ارزي  هم كلاسبه[a]  ارزي، برابر با  هاي هم اين كلاستعلق دارد، اجتماع
A كلاسارزي دو به دو جدا از هم هستند، يعني، اگر دو  هاي هم  كلاساكنون بايد نشان دهيم كه . است 
.  b R cو  a R c فرض كنيد. ندهست   مجموعهها در واقع يك  را داشته باشند، آن cعضو مشترك  [b]و  [a]ارزي  هم

بنابراين، براي هر عنصر دلخواه .  a R b داريم راگذريتبنا به خاصيت و  c  R  bيت تقارن داريم بنا به خاص
x [a] داريم ،x  R  a  و بنا به خاصيت تراگذري داريمx  R  b  در نتيجه و[a] [b]  . ،به طور مشابه

[b] [a]  و در نتيجه[a] = [b] .  
i{Aبراي بخش دوم اثبات، فرض كنيد  }A ي ازافراز A تعريف كنيدو  باشد:  

i}  وجود دارد، به طوري كهi iR {(a,b) : b A ,a A    
iaازاست، زيرا  برقرار بازتابيخاصيت . است Aروي بر ارزي  هم ي رابطه Rكنيم كه  ادعا مي A نتيجه 

قرار دارند  iAي مجموعهدر  bو  aگاه  ، آن a  R  bخاصيت تقارن برقرار است، زيرا، اگر .  a  R  a كه گيريم مي
 a  R  c در نتيجهو  قرار دارند iA ي مجموعهعنصر در  گاه هر سه آن،  b  R  cو  a  R  bاگر .  b  R  a و در نتيجه

هستند،  Rارزي  هاي هم كلاسافراز،  اخلد يها كه ببينيد مجموعه براي اين. برقرار است بازتابيو خاصيت 
iaكنيد كه اگر  مشاهده مي Aاز گاه ، آن x [a] د كه شو مي نتيجهix A از و ix A كه  شود مي نتيجه

x [a]. 

  :است اگر  3نمتقارپاد A ي مجموعهروي بر  Rدودويي  ي رابطه
  

_____________________________________________________________ 
1. Equivalence relation          2. Equivalence class          3. Antisymmetric  

.
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aاز ست، زيرااتقارن پادمروي اعداد طبيعي،  ”“ ي به عنوان مثال، رابطه b  وb a د كه شو مي نتيجهa = b  .
اي كه ترتيب جزيي روي آن  مجموعهو  است 1مرتب جزيي تراگذري باشد،و  قارنپادمت، بازتابياي كه  رابطه

ترتيب جزيي روي يك ، بودن فرزند ي به عنوان مثال، رابطه. نام دارد مرتب جزيي ي مجموعهشود،  تعريف مي
  ).هاي خودشان در نظر بگيريم نوهد را افريك از ااگر هر (ز افراد است اي ا مجموعه

وجود نداشته باشد به طوري  aمثل  اي بيشينهعنصر  هيچاست   ، ممكنA مرتب جزيي ي مجموعهدر 
bكه براي تمام A  داشته باشيمb  R  a  .اليمسماكاست چندين عنصر   در عوض، ممكن a د داشته باشدوجو 

bكه براي هيچ  A در آن كه b aي ، رابطه a  R  b هايي با  براي مثال، در كلكسيوني از جعبه. برقرار باشد
ديگر جا نشود،  ي جعبهداخل وجود داشته باشند كه در  بيشينه ي است چندين جعبه  هاي مختلف، ممكن اندازه
  .2دشو جاديگري در آن  ي وجود نداشته باشد كه هر جعبه اي بيشينه ي جعبه هيچولي 

a,bبراي تمام  است اگر 3ي كلي رابطه يك Aي  مجموعهروي بر  Rي  رابطه Aداشته باشيم ، a  R  b 
يك  ”“ي  براي مثال، رابطه. ته باشدارتباط داش R، با  A، يعني، اگر هر جفتي از عناصر )يا هر دو( b  R  aيا 

افراد نيست، زيرا  ي مجموعهروي بر ، يك ترتيب كلي فرزندبودن ي رابطه ترتيب كلي در اعداد طبيعي است، اما
ي باشد، ولي الزاماً تراگذركه  اي ي كلي رابطه. ها فرزند ديگري نيست كدام از آن افرادي وجود دارند كه هيچ

  .نام دارد 4ترتيب كلي پيشباشد، ن نپادمتقارو  بازتابي

  ها تمرين
  ، ترتيب جزيي است ولي ترتيب  هاي  روي تمام زيرمجموعهبر  ”“ ي مجموعهزير ي ثابت كنيد رابطه :1- 2-تمرين ب

  .نيستكلي 
   دارزي روي اعدا هم ي ، رابطه n سنجارزي به  هم ي ، رابطه nهر عدد صحيح مثبت نشان دهيد كه براي  :2- 2-تمرين ب

هاي  كلاسدر كدام ).  a  b (mod n)گوييم  ، مي a – b = qnوجود داشته باشد كه  qاگر عدد صحيح (صحيح است 
  كند؟ ارزي، اين رابطه، مقادير صحيح را افراز مي هم

  :ها را ارائه دهيد كه هايي از رابطه نمونه :3- 2-تمرين ب
  .نيستند تراگذريو متقارن هستند ولي  بازتابي .الف
  .هستند ولي متقارن نيستند تراگذريو  بازتابي .ب
  .نيستند بازتابيهستند ولي  تراگذريمتقارن و  .پ

Sروي بر  ارزي هم ي رابطهيك  Rو  متناهي ي مجموعهيك  Sفرض كنيد  :4- 2-تمرين ب S باشد، نشان دهيد كه   
  .، يكه هستند Rنسبت به  S ارزي هاي هم كلاس گاه آنباشد،  تقارنپادم Rاگر 

   بازتابيگاه  آن باشد، تراگذري متقارن و R ي كند كه اگر رابطه ميادعا  )Narcissus( يسوسسنار پروفسور :5- 2-تمرين ب
خاصيت از بنابراين .  b  R  aد كه شو مي نتيجه a  R  b از بنا به خاصيت تقارن،. كند زير را ارائه مي اثبات. نيز هست

  گويد؟ آيا پروفسور درست مي.  a  R  aد كه شو مي تيجهني راگذرت

_____________________________________________________________ 
1. Partial order  

 .شود ، مرتب جزيي باشد، بايد فرض كنيم جعبه در داخل خودش جا ميجاشدن در داخل ي كه رابطه براي اين .2
3. Total relation          4. Total preorder  
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  توابع     3-ب   
است، به طوري كه براي تمام  Bو  Aروي بر دودويي  ي يك رابطه f تابع،  Bو  A ي مجموعهبا توجه به دو 

a Aدقيقاً يك ،b B وجود دارد كه(a,b) f .ي مجموعه A  1ي دامنهرا f  ي مجموعهو B  يا  2دامنه همرا
fنويسيم گاهي مي. گويند مي f برد : A B و اگر(a,b) fنويسيم  ، ميb = f(a)  زيرا ،b  با به طور يكتا

  .شود تعيين مي aانتخاب 
به دو عنصر  Aهيچ عنصري از . دهد نسبت مي Aرا به هر عنصر  B عنصري از fتابع از نظر شهودي، 

براي . نسبت داده شود Aتواند به دو عنصر مختلف از  مي Bشود، اما يك عنصر از  نسبت داده نمي Bمختلف 
  :دودويي زير را درنظربگيريد ي مثال، رابطه

  
fاين رابطه، تابع  : {0,1}  هر عدد طبيعي است، زيرا برايa  دقيقاً يك مقدار ،b  وجود دارد كه  {1 ,0}در  

b = a mod 2  .،0 براي اين مثال = f(0)  ،1 = f(1)  0و = f(2)  دودويي زير را در نظر  ي اكنون رابطه. غيرهو
  :بگيريد

  
 b، دقيقاً يك  a = 1در نتيجه براي انتخاب و  قرار دارند gدر  (5 ,1)و  (3 ,1)اين رابطه، يك تابع نيست، زيرا 

(a,b)وجود ندارد كه  g باشد.  
fبا توجه به تابع  : A B اگر ،b = f(a) گوييم  ، ميa 3آرگومان f  وb مقدار f  درa تابع را . است

 nرا براي  f(n) = 2nتوان تابع  براي مثال، مي. آن تعريف كرد ي توان با بيان مقدار هر عنصر دامنه مي
fكه  است به معناي اين كه تعريف كرد {(n,2n) :n }  . دو تابعf  وg د كه دامنه و هستن  در صورتي مساوي

  . f(a) = g(a)موجود در دامنه،  aبراي تمام و  برد يكساني داشته باشند
 مقدار صحيح nاي از  آن مجموعه ي است كه دامنه fبه نام تابعي ،  nبه طول  4متناهي ي دنباله

{0, 1, … , n – 1} دهيم متناهي را با توجه به مقادير آن نشان مي ي اغلب، دنباله. است: f (0),f (1),..., f (n 1)   .
فيبوناچي كه  ي براي مثال، دنباله. است اعداد طبيعي  ي مجموعهآن  ي ، تابعي است كه دامنه5نامتناهي ي دنباله

...,0,1,1,2,3,5,8,13,21نامتناهي ي يف شد، دنبالهرتع )31-3(بازگشتي  ي رابطهبا   است.  
را حذف  fدكارتي باشد، غالباً پرانتزهاي اضافي اطراف آرگومان  ضرب حاصل،  fتابع  ي وقتي دامنه

1براي مثال، اگر داشتيم . كنيم مي 2 nf : A A ... A B    1كه بنويسيم  اين، به جاي 2 nb f ((a ,a ,...,a )) ،
1نوشتيم  مي 2 nb f (a ,a ,...,a ) . هرia  را نيز آرگومان تابعf ناميم، گرچه از نظر تكنيكي تنها آرگومان  ميf ،  

n ِ1تايي 2 n(a ,a ,...,a   .است (
fاگر  : A B ك تابع و يb = f(a) گوييم  گاه گاهي مي باشد، آنb 6تصوير a  تحتf تصوير . است

A ي مجموعه A   تحتf شود ، به صورت زير تعريف مي:  
  

_____________________________________________________________ 
1. Domain          2. Codomain          3. Argument          4. Finite sequence          5. Infinite sequence 
6. Image  

.
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ردب f اش، يعني  ، تصوير دامنهf(A) است .تابع  ردبراي مثال، بf :   كه توسطf(n) = 2n شود،  ف ميتعري
fداريم  nبراي  {برابر است با  ( ) {m:m 2n اي از مقادير صحيح  ، به عبارت ديگر، برابر با مجموعه

  .زوج نامنفي است
fبراي مثال، تابع . باشداش  دامنه همآن، برابر با  رداست كه ب 1تابع در صورتي پوشا (n) n / 2    

. شود اي يك آرگومان ظاهر ميرب f، به عنوان مقدار  است، زيرا هر عنصر در  به  تابع پوشايي از 
. را توليد كند 3تواند مقدار  نمي fنيست، زيرا هيچ آرگومان  به  تابع پوشايي از  f(n) = 2nبرعكس، تابع 
fتابع پوشاي . ي به اعداد زوج است، تابع پوشايي از اعداد طبيع f(n) = 2nتابع با اين وجود  : A B  گاهي

  است  كنيم، به معناي اين استفاده مي fبراي  روي ربي  وقتي از كلمه .شود توصيف مي B 2روي رب Aنگاشت 
  .پوشا است fكه 

fتابع  : A B  تمايزهاي م است كه آرگومان 3سو يكدر صورتي f توليد كنند،  تمايزيقادير م، م
aيعني اگر aگاه  ، آنf (a) f (a ) . براي مثال، تابعf(n) = 2n  از  سو يك، تابع  به  است، زيرا هر

fتابع . است b/2از حداكثر يك عنصر دامنه، يعني  f، تصوير تحت  bعدد زوج  (n) n / 2     يك به يك
ناميده  تابع يك به يكگاهي  سويي يك .3و  2: شود توسط دو آرگومان توليد مي 1نيست، زيرا مقدار 

  .شود مي
fتابع  : A B  براي  مثال، تابع . باشد پوشاو  يك به يكاست كه  4دوسودر صورتيnf (n) ( 1) n / 2     

  :است به  تابعي دوسو از 
  

  
  
  
  

به اين دليل . نيست ، تصوير بيش از يك عنصر از  اين تابع به اين دليل يك به يك است كه هيچ عنصر 
تابع دوسو را گاهي . تابع دوسو است بنابراين،. است به عنوان تصوير عنصري از  پوشا است كه هر عنصر 

تابع دوسو از . دهند ج را تشكيل مييك زوگويند، زيرا عناصر موجود در دامنه و برد  5تناظر يك به يك
  .شود ناميده مي 6جايگشتبه خودش، گاهي  A ي مجموعه

1f واروندوسو است،  f وقتي تابع  از راست به چپ بخوانيد( شود به صورت زير تعريف مي(:  
f(a) = b   1  اگر و فقط اگرf (b) a   

  :تابع                              به صورت زير است رونوابراي مثال، 
  

  
_____________________________________________________________ 

1. Surjection         2. Onto         3. Injection          4. Bijection          5. One-to-one correspondence 
6. Permutation       
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  ها تمرين
fهاي متناهي باشند و  مجموعه Bو  Aفرض كنيد : 1-3-تمرين ب : A B نشان دهيد كه. يك تابع باشد:  

|گاه  يك به يك باشد، آن fاگر  .الف A | | B |.  
|گاه د، آنپوشا باش fاگر  .ب A | | B |.  

fآيا وقتي كه دامنه و برد تابع  :2-3-تمرين ب (x) x 1   برابر با  آيا وقتي دامنه و برد آنباشد، دوسو است يا خير؟   
 است، دوسو است؟  

   اي يك تابع دوسو است، ي كه اگر رابطهي دودويي ارائه دهيد، به طور رابطه وارونطبيعي براي تعريف يك  :3-3-تمرين ب
  .تابعي آن باشد واروناي آن،  رابطه وارون

 .ارائه دهيد   به  يك تابع دوسو از  :4-3-تمرين ب

  ها گراف      4-ب   
هايي كه در بعضي متون آمده است، با  تعريف. دار و بدون جهت جهت: دهد اين بخش، دو نوع گراف را ارائه مي

نشان  1-20بخش . ها زياد نيست هاي آن كند، اما در اغلب موارد تفاوت بينيد فرق مي جا مي ه در اينچه ك آن
  .ي كامپيوتر نمايش داد توان در حافظه ها را چگونه مي دهد كه گراف مي

 ي يك رابطه Eمتناهي و  ي مجموعه Vاست كه  (V, E)، زوج  G) دياگرافيا ( دار گراف جهت
را  E ي مجموعه. نامند عناصرش را رئوس ميو  G رأس ي مجموعهرا  V ي مجموعه. ستا Vروي بر دودويي 
بر دار  نمايش تصويري گراف جهت )الف( 2 –شكل ب . نام دارند يالعناصر آن و  نامند مي G يال ي مجموعه

. اده شدندها با پيكان نشان د در شكل، رئوس با دايره و يال. است {6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1}رأس  ي مجموعهروي 
  .پذير است امكان ،هايي از يك رأس به خودش يال يعني )self-loop( ها خودحلقهتوجه كنيد كه 

يعني يال، . هاي نامرتب از رئوس است شامل زوج Eيال  ي مجموعه،  G = (V, E) دار گراف جهتدر 
u,vدر آناست كه  {u, v}ي مجموعه V  وu v  . طبق قرارداد، به جاي نماد{u, v}  از نماد(u, v)  براي يال

 ها خودحلقهدر گراف بدون جهت، وجود . شوند يك يال در نظر گرفته مي (v, u)و  (u, v)و  كنيم استفاده مي
نمايش تصويري  )ب( 2 –شكل ب . در نتيجه هر يال شامل دقيقاً دو رأس جدا از هم استو  ممنوع است

 .است {6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1}رأس  ي مجموعهروي  بر راف بدون جهتگ

  
  
  
  
  
  

  
  و  V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} كه  G = (V, E)دار  گراف جهت) الف( .دار و بدون جهت هاي جهت گراف      2 –شكل ب 

E = {(1, 2), (2, 2), (2, 4), (2, 5), (4, 1), (4, 5), (5, 4), (6, 3)}  . ب. (ودحلقه استخ (2 ,2)يال (
.  E = {(1, 2), (1, 5), (2, 5), (3, 6)}و  V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} كه  G = (V, E)گراف بدون جهت 

رأس  ي مجموعهكه ناشي از ) الف(زيرگراف مربوط به گراف قسمت ) پ. (استو منفرد جدا شده  4رأس 
  .است {6 ,3 ,2 ,1}



 )پ( )ب( )الف(
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ر و بدون جهت يكسان هستند، گرچه بعضي از دا هاي جهت بسياري از تعاريف مربوط به گراف
گوييم  باشد، مي G = (V, E)دار  يالي در گراف جهت (u, v)اگر . اصطلاحات در دو گراف، معناي متفاوتي دارند

(u, v)  از رأسu و به رأس  شود خارج ميv 2 –شكل ب در  2هاي خروجي از رأس  براي مثال، يال. شود وارد مي 
يالي در  (u, v)اگر .  (2 ,2)و  (2 ,1)عبارتنداز  2هاي ورودي رأس  يال.  (5 ,2)و  (4 ,2)،  (2 ,2)عبارتنداز  )الف(

، )ب( 2 –شكل ب در . تلاقي دارد vو  uبا رئوس  (u, v)گوييم  باشد، مي G = (V, E)گراف بدون جهت 
  . (5 ,2)و  (2 ,1)عبارتنداز  2هاي متلاقي با رأس  يال

وقتي گراف بدون . است uرأس  همجوار vگوييم رأس  باشد، مي G = (V, E)اف يالي در گر (u, v)اگر 
همجواري الزاماً متقارن  ي دار باشد، رابطه وقتي گراف جهت. متقارن است همجواري ي رابطهجهت باشد، 

uنويسيم  دار باشد، گاهي مي در گراف جهت uهمجوار  vاگر . نيست v .در ) ب(و ) الف(هاي  در قسمت
همجوار رأس  1رأس . به هر دو گراف تعلق دارد (2 ,1)است، زيرا يال  1همجوار رأس  2، رأس 2 –شكل ب 

  .متعلق به گراف نيست (1 ,2)نيست، زيرا يال  )الف( 2 –شكل ب در  2
. كنند يمبا آن رأس تلاقي هايي است كه  رأس در گراف بدون جهت، برابر با تعداد ياليك  1ي درجه

آن صفر است، مثل رأس  ي رأسي كه درجه. است 2 ي داراي درجه )ب( 2 –شكل ب در  2براي مثال، رأس 
أس، برابر با تعداد يك ر خروجي ي درجهدار،  در گراف جهت. 2است منفرد، )ب( 2 –شكل ب در  4

هايي است كه به آن وارد  رأس، برابر با تعداد يال ورودي ي درجهو  شوند هايي است كه از آن خارج مي يال
 2رأس . هاي ورودي و خروجي آن است دار، برابر با مجموع درجه رأس در گراف جهت ي درجه. شوند مي
  .است 5 ي درجهو  3خروجي  ي ، درجه2ورودي  ي داراي درجه )الف( 2 –شكل ب در 

0 ي ، دنباله G = (V, E)در گراف  uبه رأس  uاز رأس  k طولبه  مسيري 1 2 kv ,v ,v ,..., v   رئوس از
0uاست، به طوري كه  v  وku v   براي وi = 1, 2, … , k ، داريم i 1 i(v ,v ) E  برابر با  طول مسير.  

0رئوس  شاملمسير . ها در آن مسير است تعداد يال 1 kv ,v ,..., v 0هاي  و يال 1 1 2 k 1 k(v ,v ),(v ,v ),..., (v ,v ) 
گوييم  وجود داشته باشد، مي uبه  uاز  p اگر مسير). وجود دارد uبه  uهميشه مسيري به طول صفر از (است 

u   ازu از طريق p اگر  كه قابل دسترسي استG مسير در يك . نويسيم           دار باشد، گاهي مي جهت
1,2,5,4، مسير )الف( 2 –شكل ب در . است كه تمام رئوس موجود در مسير، جدا از هم باشند سادهصورتي   

2,5,4,5مسير . است 3اي به طول  مسير ساده  0از مسير  3زيرمسيري .ساده نيست 1 kp v ,v ,..., v  ، ي  زيردنباله
0يعني، براي هر . از رئوس آن است اي پيوسته i j k   اي از رئوس  ، زيردنبالهi i 1 jv ,v ,..., v   زيرمسيري

  .است pاز 
0دار، مسير در گراف جهت 1 kv ,v ,..., v   0كند اگر  ايجاد مي 4دوريك kv v  و مسير حداقل شامل

1دور در صورتي ساده است كه. باشديك يال  2 kv ,v ,..., v دو . است 1خودحلقه، دوري به طول . باشند متمايز
0مسير  1 2 k 1 0v ,v ,v ,..., v ,v   0و 1 2 k 1 0v ,v ,v ,..., v , v       كه مقدار  دهند ميدور يكسان تشكيل در صورتي
iداشته باشيم  i = 0, 1, … , k – 1وجود داشته باشد كه براي  j صحيح (i j)mod kv v    . الف( 2 –شكل ب در( ،

_____________________________________________________________ 
1. Degree          2. Isolated         3. Subpath          4. Cycle  
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1,2,4,1مسير    2,4,1,2دوري يكسان با مسيرهاي   4,1,2,4و  لي اين دور، ساده است، و. كند ايجاد مي
1,2,4,5,4,1دور   2,2دور . ساده نيست   گراف . شود، خودحلقه است ايجاد مي (2 ,2)كه توسط يال
0مسير در گراف بدون جهت، . است سادهدار بدون خودحلقه،  جهت 1 kv ,v ,..., v   دور ، در صورتي

kكند كه  را ايجاد مي )اي ساده( 0 ،0 kv v  2 –شكل ب براي مثال، در . باشند متمايز ها روي مسير تمام يالو 
1,2,5,1مسير  )ب(  نامند مي 1گراف بدون دورگراف فاقد دور را . يك دور است.  

. هاي ديگر قابل دسترسي باشد تمام رأس از طريقآن است اگر هر رأس  2همبند گراف بدون جهت،
 گراف. هستند ازاست قابل دسترس ي  ارزي رئوس تحت رابطه هاي هم كلاسگراف،  3همبندهاي  مولفه

ديگر از هر رأس  {5 ,2 ,1}هر رأس در .  {4}و  {6 ,3}،  {5 ,2 ,1}: دارد همبند ي سه مولفه )ب( 2 –شكل ب 
داشته  همبند ي است كه دقيقاً يك مولفه همبندف بدون جهت در صورتي گرا. است سيقابل دستر {5 ,2 ,1}در 
 به عبارت ديگر، يال. كنند مي تلاقيرئوس اين مولفه  باهايي هستند كه فقط  آن همبندي  هاي مولفه يال. باشد

(u, v) است كه  همبندي  در صورتي يالي از يك مولفهu  وv رئوس اين مولفه باشند .  
. از يكديگر قابل دسترس باشندآن است كه هر دو رأس  4همبند قويصورتي  دار در گراف جهت

 اند قابل دسترس دو دوبهي  ارزي رئوس تحت رابطه هاي هم كلاسدار،  در گراف جهت قوي همبندهاي  مولفه
 2 –شكل ب گراف . قوي داشته باشد همبند ي فقط يك مولفه اگرقوي است  همبنددار  گراف جهت. هستند

 دو دوبه {5 ,4 ,2 ,1}هاي رئوس در  تمام جفت.  {6}و  {3}،  {5 ,4 ,2 ,1}: قوي دارد همبند ي سه مولفه )الف(
قابل دسترس  3از رأس  6دهند، زيرا رأس  را نمي همبند ي تشكيل مولفه {6 ,3}رئوس . هستند قابل دسترس

  . نيست
Gو  G = (V, E)دو گراف  (V ,E )    هستند كه تابع دوسوي  5ريخت يكدر صورتيf : V V 

(u,v)وجود داشته باشد، به طوري كه  E  اگر و فقط اگر(f (u),f (v)) E  .رئوس  يمتوان به عبارت ديگر، ميG 
 3 –شكل ب . كنيمحفظ را  Gو  Gهاي متناظر در  و يالمحسوب شوند  Gتا رئوس  هيمرا تغيير برچسب د

و  V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}هاي رأس  را همراه با مجموعه Gو  G ريخت يكهاي  جفتي از گراف )الف(
V {u,v,w,x,y,z}  نگاشت از  .دهد نشان ميV بهV  كه توسطf(1) = u  ،f(2) = v  ،f(3) = w  ،f(4) = x  ،

f(5) = y  وf(6) = z ريخت يك )ب( 3 –شكل ب ها در  گراف. شود، تابع دوسوي موردنظر است مشخص مي 
است ولي گراف پاييني  4راف بالايي داراي رأسي با درجه يال دارند، گ 7رأس و  5گرچه هر دو گراف . نيستند

  .فاقد آن است
Vاگر  V   وE E گوييم  ، ميG (V ,E )   6زيرگراف G = (V, E) ي  با توجه به مجموعه. است

V V  زيرگراف ،G  كه ازV شود، گراف  ايجاد ميG (V ,E )   در آن داريم كه است:  
  

شود  ظاهر مي )پ( 2 –شكل ب ، در )الف( 2 –شكل ب در  {6 ,3 ,2 ,1}ي رأس  زيرگراف حاصل از مجموعه
  .است {(3 ,6) ,(2 ,2) ,(2 ,1)}ي يال  و داراي مجموعه

_____________________________________________________________ 
1. Acyclic          2. Connected          3. Connected components         4. Strongly connected 
5. Isomorphic           6. Subgraph  

.
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  f(1) = u  ،f(2) = v  ،f(3) = w  ،f(4) = x  ،f(5) = y رئوس گراف بالايي توسط. ريخت يكدو گراف ) الف(      3 – شكل ب

نيستند، زيرا گراف بالايي داراي  ريخت يكدو گراف كه ) ب. (شوند به گراف پاييني نگاشت مي f(6) = zو 
  .و گراف پاييني فاقد آن است 4 ي رأسي با درجه

Gدار ، گراف جهت G دار ي جهت نسخه،  G = (V, E)به گراف بدون جهت با توجه  (V,E )   است
(u,v) در آن كه E  اگر و فقط اگر(u,v) E . ،هر يال بدون جهت به جاي يعني(u, v)  درG  دو يال ،

،  G = (V, E)دار  با توجه به گراف جهت. دهيم دار قرار مي ي جهت هرا در نسخ (v, u)و  (u, v)دار  جهت
G، گراف بدون جهت  G ي بدون جهت نسخه (V,E )  در آن كه است (u,v) E  اگر و فقط اگرu v 

(u,v)و  E .هاي  جهت شامل يال ي بدون يعني، نسخهG  ها نيز از  و خودحلقهها حذف شد  جهت آناست كه
دار  ي بدون جهت گراف جهت يال در گراف بدون جهت هستند، در نسخهيك  (v, u)و  (u, v)چون ( .بين رفتند

در گراف ). باشد (v, u)و  (u, v)دار شامل هر دو يال  شوند، حتي اگر گراف جهت فقط يك بار ظاهر مي
. است u 2همجوار Gي بدون جهت  ، هر رأسي است كه در نسخه uرأس  1ي همسايه،  G = (V, E) ارد جهت
uاست كه  u ي در صورتي همسايه vيعني،  v  و(u,v) E  يا(v,u) E . ،در گراف بدون جهتu  وv  در

  .كه همجوار باشندصورتي همسايه هستند 
، گراف بدون جهتي است كه در آن هر جفت 3گراف كامل. هايي با اسامي خاص وجود دارند گراف

تواند به دو  مي Vاست كه در آن  G = (V, E) ، گراف بدون جهت4گراف دوبخشي. ، همجوار هستندها رأس
(u,v)از افراز شود به طوري كه 2Vو  1V ي مجموعه E 1د كه يا شو مي نتيجهu V  2وv V  2ياu V 

1vو  V 1هاي  ها بين مجموعه يعني تمام يال .استV 2 وV گراف بدون جهت بدون دور، يك . ندهست واقع
معمولاً از حروف اول . )5 –بخش ب ( است 5درخت آزاد، همبند است و گراف بدون جهت بدون دورِ جنگل

  .ناميم مي dagگراف بدون جهت بدون دور استفاده كرده آن را يك 
، شبيه گراف بدون جهت است، ولي 6گراف چندگانه. با دو نوع گراف بيشتر برخورد خواهيد داشت

شبيه گراف بدون  7اَبرگراف .تواند چندين يال وجود داشته باشد ها مي تواند شامل خودحلقه باشد و بين رأس مي
_____________________________________________________________ 

1. Neighbor          2. Adjacent          3. Complete graph          4. Bipartite graph          5. Free tree 
6. Multigraph       7. Hypergraph            

 )ب(  )الف(
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دلخواهي از رئوس را  ي مجموعهكه دو رأس را به هم متصل كند، زير به جاي اين 1اَبريالجهت است، ولي هر 
دار و بدون جهت نوشته شدند،  هاي جهت هايي كه براي گراف بسياري از الگوريتم. كند يمتصل مبه هم 

  . گراف استفاده شوند توانند براي اين ساختارهاي شبه مي
G، گراف  e = (u, v)توسط يال  G = (V, E)گراف بدون جهت  5انقباض (V ,E )    است كه

V V {u,v} {x}    و x هاي يال ي مجموعه. رأس جديدي استE  ازE شود كه يال  تشكيل مي(u, v)  از
كه  (v, w)و  (u, w)هاي  ، هر كدام از يالدهند يك يال تشكيل مي vيا  u باكه  wبراي هر رأس و  آن حذف شد

در يك رأس منقبض  vو  uكه،  اين  نتيجه. شود اضافه مي (x, w)ند و يال جديد وش مي، حذف است Eدر 
  .شوند مي

  ها تمرين
   ياد هر پروفسور بهو  دهند يكديگر دست مي به سلام،براي  ،دانشكده درجشن برگزارشده حاضرين در يك  :1- 4-تمرين ب

دفعاتي كه هر پروفسور در انتهاي مهماني، رييس اداره تعداد . است به افراد دست دادهدارد كه چند بار 
،  G = (V, E)اگر  :، نشان دهيد كه نتيجه زوج استتكاني لم دستبا اثبات . كند جمع مي را اده استدست د
  :داريم

  

   باشد، آنگاه شامل vو  uدار يا بدون جهت شامل مسيري بين دو رأس  اگر گراف جهتنشان دهيد كه  :2- 4-تمرين ب
ار شامل دور باشد، آنگاه شامل دور ساده د نشان دهيد كه اگر گراف جهت. است vو  uاي بين  مسير ساده

  .است
| ي رابطه G = (V, E)و بدون جهت  همبندنشان دهيد كه در هر گراف  :3- 4-تمرين ب E | | V | 1  برقرار است.  
   روي رئوسبر ارزي  ي هم رابطهيك ، قابل دسترس ازي  كنيد كه در گراف بدون جهت، رابطه تحقيق :4- 4-تمرين ب

روي بر  قابل دسترس از ي ارزي، در حالت كلي براي رابطه ي هم كدام يك از سه خاصيت رابطه. است گراف
  دار برقرار است؟ جهتگراف 

  در  دار گراف بدون جهت جهتي  چيست؟ نسخه )الف( 2 –شكل ب دار در  ي بدون جهت گراف جهت نسخه :5- 4-تمرين ب
  چيست؟ )ب( 2 –شكل ب 

  تواند  متناظر با همجواري در گراف دوبخشي مجاز باشد، نشان دهيد كه ابَرگراف مي ،در ابَرگراف تلاقياگر  :6- 4-تمرين ب
فرض كنيد يك مجموعه از رئوس در گراف دوبخشي  :راهنمايي(توسط گراف دوبخشي نمايش داده شود 

، متناظر با ديگري از رئوس گراف دوبخشي ي مجموعهفرض كنيد و  متناظر با رئوس ابَرگراف است
  .)ها است ابَريال

  اندرخت      5-ب   
ها و خواص رياضي چندين نوع  اين بخش، تعريف. وجود دارد ني درختا ها، مفاهيم زيادي درباره همانند گراف

ي  را در حافظه نتوان درختا دهند كه چگونه مي نشان مي 1-20و  3- 10هاي  بخش. دهد درخت را شرح مي
  .كامپيوتر نمايش داد

_____________________________________________________________ 
1. Hyperedge          2. Contraction 


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  .گرافي كه شامل يك دور است، بنابراين نه درخت و نه جنگل است) پ. (جنگل) ب. (درخت آزاد) الف(      4 –شكل ب 

  )free tree( آزاد اندرخت      1- 5 –ب    
وقتي . است همبند، گراف بدون جهت و بدون دور درخت آزاد، كرديم تعريف 4 –بخش ب طور كه در  همان
اگر گراف بدون جهت، بدون دور . كنيم نظر مي صرف آزادي  كه گراف يك درخت است، از واژهگوييم  مي

هاي مربوط به درخت، براي جنگل  بسياري از الگوريتم .است جنگلباشد، يك  ناهمبندباشد، ولي احتمالاً 
جنگل در . دهد يك جنگل را نشان مي )ب( 4 –شكل ب يك درخت آزاد و  )الف( 4-شكل ب . كنند مي كار

نه درخت و نه جنگل است، زيرا  )پ( 4 –شكل ب گراف . ، درخت نيست زيرا شامل دور است4 –شكل ب 
  .شامل دور است
  .كند بيان مي اندرخت ي زير بسياري از حقايق را درباره ي قضيه

  )آزاد نخواص درختا( 2 –ب  ي قضيه
  :ارز هستند همهاي زير،  ه گزار. گراف بدون جهت باشد G = (V, E)فرض كنيد 

1. G درخت آزاد است. 

 .هستند) همبند(  ي يكتايي به هم متصل توسط مسير ساده Gهر دو رأس در  .2

3. G است، اما اگر هر يالي از  همبندE  ،است ناهمبندحذف شود، گراف حاصل. 

4. G و  است همبند|E| = |V| - 1 . 

5. G و  بدون دور است|E| = |V| - 1 . 

6. G اگر يالي به و  بدون دور استE اضافه شود، گراف حاصل، شامل دور است.  
(1) :اثبات (2):  ،است، هر دو رأس در  همبندچون درختG حداقل توسط يك مسير ساده به هم متصل 
به هم  2pو  1p متمايزرئوسي باشند كه توسط دو مسير  vو  uفرض كنيد براي رسيدن به تناقض . ندهست

اولين   wشوند؛ يعني،  واگرا مي بتدادر آن، مسيرها اكه رأسي باشد  wفرض كنيد ). 5 –شكل ب (ند هست  متصل
آن در  رأس بعديو  xبرابر با  1pآن در  رأس بعديكه  است 2p بر روي و هم 1p بر رويهم  ي است كهرأس

2p  برابر باy  است كهx y . فرض كنيدz شوند، يعني،  همگرا مي هاولين رأسي باشد كه در آن، مسيرها دوبار
z  از بعد اولين رأسw  1رويبرp 2وي ربر كه  استp زيرمسيري                             فرض كنيد. نيز قرار دارد  

                                 فرض كنيدو ، بنابراين                                   باشد z تا x از طريق wاز  1pاز 
در هيچ  pو  pمسيرهاي . ، بنابراين                               باشد z تا y از طريق wاز  2pزيرمسيري از 

. ، يك دور است p وارونو  p اتصالبنابراين، مسير حاصل از  .رأسي به جز نقاط انتهايي، مشترك نيستند
تواند  درخت باشد، حداكثر يك مسير ساده مي Gبنابراين، اگر . تناقض دارد Gبودن  اين نكته، با فرض درخت

  .بين دو رأس باشد

 )پ( )ب( )الف(
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  ي سادهمسير  توسط Gدو رأس در هر ) 2( گاه، درخت آزاد باشد، آن G) 1(اگر : 2–ب ي اي از اثبات قضيه مرحله       5-شكل ب 
 تمايزي م توسط دو مسير ساده vو  uبراي تناقض فرض كنيد كه رئوس . شوند به هم متصل مي يكتايي

1p  2وp اين مسيرها ابتدا در رأس . ندهست به هم متصلw شوند و سپس ابتدا در رأس  واگرا ميz همگرا  بارهدو
  .شود منجر به تناقض مي كه كند الحاق شد، دوري را ايجاد مي pمسير  وارونكه با  pمسير . شوند مي

(2) (3):  اگر هر دو رأس درG گاه  ي يكتايي به هم متصل شوند، آن توسط مسير سادهG دهمبن 
. باشد vبه  uاست و در نتيجه بايد مسير يكتايي از  vبه  uاين يال، مسيري از . باشد Eيالي در  (u, v)فرض كنيد . است
  .شود مي Gشدن  ناهمبنددر نتيجه، حذف آن موجب و  وجود ندارد vبه  uحذف كنيم، مسيري از  Gرا از  (u, v)اگر 

(3) (4): راف بنا به فرض، گG داريم 3-4 –تمرين باست و بنا به  همبند ،| E | | V | 1  . با
|اثبات خواهيم كرد  |V|روي  استقرا E | | V | 1  .هاي پايه  حالت|V| = 1   يا|V| = 2  ،است و در هر دو حالت

|E| = |V| - 1 ي استقرا، فرض كنيد براي گراف  براي مرحله. استG ريم دا|V|  3  و هر گرافG = (V, E)  كه
،  Gحذف يال دلخواهي از . كند را نيز ارضا مي E|  |V| - 1|ي  كند، رابطه را ارضا مي) 3(كه  |V| < |V|در آن 

kگراف را به  2 در واقع، (كند  تقسيم مي همبند ي مولفهk = 2 .( ،در هر مولفه)د، وگرنه كن مي صدق) 3G 
آن، به عنوان درخت  iEي يال  را به همراه مجموعه iV همبندي  اگر هر مولفه. دساز را برآورده نمي) 3(حالت 
رأس دارد، بر اساس فرض استقرا داريم  |V|گاه چون هر مولفه كمتر از  بگيريم، آن نظر در خودآزاد 

i i| E | | V | 1  .از  است عبارت ي تركيبيها مولفهها در تمام  بنابراين، بنا به استقرا، تعداد يال| V | k | V | 2    . با
|شده، خواهيم داشت كردن يال حذف اضافه E | | V | 1 .  

(4) (5):  فرض كنيدG است و  همبند|E| = |V| - 1  . بايد نشان دهيم كهG  فرض . است دوربدون
1رأس  kداراي دوري با  Gكنيد  2 kv ,v ,..., vفرض كنيد كه اين دور موضوع بدون از دست دادن كلّيت و  است

kفرض كنيد . ساده است k kG (V ,E )  زيرگرافي ازG توجه كنيد كه . باشد كه شامل دور استk k| V | | E | k  .
kاگر  | V | بايد رأس ،k 1 kv V V    وجود داشته باشد كه همجوار رأسi kv V  است، زيراG همبند 
kفرض كنيد . است 1 k 1 k 1G (V ,E )    زيرگرافG  باشد، به طوري كهk 1 k k 1V V {v }    و

k 1 k i k 1E E {(v ,v )}   . توجه كنيد كهk 1 k 1| V | | E | k 1    . اگرk + 1 < |V| با تعريفتوانيم  ، ميk 2G  
nكه  غيره، تا اينو  صورت ادامه دهيمبه همين  n nG (V ,E ) در آن كه را به دست آوريم n = |V|  ،nV V  و

n n| E | | V | | V |  . چونnG  زيرگرافG  است، داريمnE E  در نتيجه وn n| E | | E | | V | | V |   با  كه
  .بدون دور است Gبنابراين،  .تناقض دارد E| = |V| - 1|فرض

(5) (6):  فرض كنيدG  بدون دور است و|E| = |V| - 1  . فرض كنيدk همبندهاي  تعداد مولفه G 
مجموع تمام د، شو مينتيجه ) 1(از ) 5(چون و  ، بنا به تعريف يك درخت آزاد استهمبند ي هر مولفه. است
يك درخت  Gو  k = 1اشته باشيم در نتيجه، بايد د.  V| - k|برابر است با  G همبندهاي  ها در تمام مولفه يال

. ندهست ي يكتايي به هم متصل توسط مسير ساده Gد، هر دو رأس در شو مي نتيجه) 1( از) 2(چون . است
  .، دوري را ايجاد خواهد كرد Gيال به  يككردن  بنابراين، اضافه
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  : است استاندارد رسم شده درخت به روشاين  .4اع دار با ارتف درخت ريشه) الف. (دار و مرتب ريشه ندرختا      6 –شكل ب 
هايي با  گره(ها  در زير آن قرار دارند، فرزندان آن) 1هايي با عمق  گره(در بالا و فرزندان ) 7(ريشه  ي گره

اگر درخت مرتب باشد، ترتيب نسبي چپ به راست فرزندان مهم است، . غيرهو  ها قرار دارند در زير آن) 2عمق 
) الف(دار، اين درخت  مانند درخت در قسمت  به عنوان درخت ريشه. دار ديگر درخت ريشه) ب. (نيستوگرنه مهم 

  .شود به ترتيب متفاوتي ظاهر مي 3 ي است، ولي به عنوان درخت مرتب، متفاوت از آن است، زيرا فرزندان گره
(6) (1) :  فرض كنيدG لي به بدون دور است، ولي اگر هر ياE گردد اضافه شود، دوري ايجاد مي .

قبلاً همجوار  vو  uاگر . باشند Gرئوس دلخواهي در  vو  uفرض كنيد . است همبند Gبايد نشان دهيم كه 
. تعلق دارند Gبه  (u, v)ها به جز  كند كه در آن تمام يال ، دوري را ايجاد مي (u, v)كردن يال  نبودند، اضافه

  .است همبند Gشده بودند،  به طور دلخواه انتخاب vو  uچون و  وجود دارد vبه  uبنابراين، مسيري از 
  دار و مرتب ريشه ندرختا      2-5 -ب   

معمولاً . نام دارد ريشه، درخت آزادي است كه در آن يكي از رئوس، از بقيه متمايز است و 1دار درخت ريشه
اي از  روي مجموعهبر دار را  درخت ريشه )الف( 6 –ب شكل . ناميم درخت مي ي گرهدار را  رأس درخت ريشه

  .دهد نشان مي 7 ي گره با ريشه 12
نام  x 2جدx  ،به  rروي مسير يكتايي از  y ي هر گره. درنظربگيريد r ي با ريشه Tدار  را در درخت ريشه x ي گره

xو باشد  xجد  yاگر ). تهر گره، جد و نسل خودش اس(است  y 3نسل xگاه  باشد، آن xجدy  اگر . دارد y  ،گاه  آن
y جد محض x  وx نسل محض y ي زيردرختي با ريشه. است x هاي ، درختي است كه توسط نسل x در با ريشه x  به

  .است 9و  5، 6،  8هاي  ، شامل گره)الف( 6 –شكل ب در  8 ي به عنوان مثال، زيردرختي با ريشه. دست آمده است
 y فرزند xو  x والد yگاه  باشد، آن x ي به گره Tدرخت  r ي يال آخر در مسيري از ريشه (y, x)اگر 

. هستندهم  همزاداگر دو گره، والد يكساني داشته باشند، . اي است كه والد ندارد ، تنها گره Tريشه در . است
  .گويند مي داخلي ي گرها غير برگ ر ي گره. نام دارد برگيا  خارجي ي گرهفاقد فرزند،  ي گره

به  r ي از ريشهساده طول مسير . 4آن نام دارد ي درجه،  Tدار  در درخت ريشه x ي تعداد فرزندان گره
گره در درخت،  ارتفاع. مسير استيك ها در  درخت شامل تمام گره سطح .نام دارد Tدر  x 5عمق،  x ي گره

. ارتفاع درخت، برابر با ارتفاع ريشه استو  گره به برگ است ترين مسير ساده از آن طويل بر رويها  تعداد يال
  .استنيز ترين عمق هر گره در درخت  ارتفاع درخت، برابر با بزرگ

_____________________________________________________________ 
1. Rooted tree          2. Ancestor          3. Descendant  

 ي رأس در درخت آزاد، همانند هر گراف بدون جهت، درجه. دار يا درخت آزاد باشد ريشه Tي گره بستگي به اين دارد كه  توجه كنيد كه درجه .3
 .شود ي آن منظور نمي والد يك گره در شمارش درجه. دار، درجه برابر با تعداد فرزندان است در درخت ريشه. جوار استبرابر با تعداد رئوس هم

5. Depth 

 )ب( )الف(
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  گره و  پايينفرزند چپ گره در . روش استاندارد رسم شد درخت دودويي كه به) الف(. دودويي ندرختا      7 –شكل ب 
درخت دودويي ) ب. (گره و در سمت راست آن رسم شد پايينزند راست در فر. در سمت چپ آن رسم شد

، فرزند چپ )ب(در . فرزند راست نداردو  است 5، برابر 7 ي ، فرزند چپ گره)الف(در ). الف(متفاوت از 
مرتب، اين دو درخت يكسان هستند، اما  نبه عنوان درختا. است 5وجود ندارد و فرزند راست آن  7 ي گره

هاي داخلي مربوط به  گره كه با) الف(درخت دودويي ) پ. (ندهست دودويي، متفاوت انان درختبه عنو
. است 2 ي داخلي داراي درجه ي درخت مرتبي كه در آن هر گره: نشان داده شده است 1درخت دودويي پر

  .ها در اين درخت، به صورت مربع نشان داده شدند برگ

 kاي  يعني، اگر گره. ندهست  در آن، فرزندان هر گره مرتبداري است كه  ، درخت ريشهدرخت مرتب
مرتب در  ، وقتي6 –شكل ب دو درخت در . امُ وجود دارند kو فرزند ... گاه فرزند اول، فرزند دوم،  فرزند دارد، آن
  .شوند، يكسان هستند دار در نظر گرفته مي ند، اما وقتي فقط درخت ريشههست  ند، متفاوتونظر گرفته ش

  )موضعي(دودويي و مكاني  ندرختا      3-5-ب   
 ي مجموعهروي بر ، ساختاري است كه  Tدرخت دودويي . شوند دودويي به طور بازگشتي تعريف مي ندرختا

  :شود، به طوري كه متناهي تعريف مي
  يا )فاقد گره است(خالي است ، 

 درخت دودويي و  زيردرخت چپام ، درخت دودويي به نريشه ي گره: است متمايزهاي  اي از گره مجموعه
  .زيردرخت راستبه نام 

. شود نشان داده مي NILو گاهي با  نام دارد درخت خالييا  درخت تهيدرخت دودويي كه فاقد گره است، 
 ي به طور مشابه، ريشه. كل درخت است ي ريشه فرزند چپ ،آن ي اگر زيردرخت چپ خالي نباشد، ريشه

گوييم فرزند  اگر زيردرختي تهي باشد، مي. كل درخت نام دارد ي راست ريشه ، فرزندغيرتهي ِزيردرخت راست
  .دهد يك درخت دودويي را نشان مي )الف( 7 –شكل ب . ندارد

در براي مثال، . است 2هر گره  ي درخت دودويي، فقط درخت مرتبي نيست كه در آن، حداكثر درجه
مهم  –چه فرزند چپ باشد و چه فرزند راست  –فرزند  مكان فقط يك فرزند داشته باشد،اي  درخت دودويي، اگر گره

يك  )ب( 7 –شكل ب . در درخت مرتب، مهم نيست كه فرزند خاصي، فرزند چپ يا راست باشد. است
است، زيرا مكان يك گره فرق  )الف( 7 –شكل ب دهد كه متفاوت از درخت  درخت دودويي را نشان مي

  .دو درخت يكسان هستند مرتب، اين نبه عنوان درختا. كند مي

_____________________________________________________________ 
1. Full binary tree 

 )پ( )ب( )الف(
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  .داخلي ي گره 7برگ و  8با  3درخت دودويي كامل به ارتفاع       8 -شكل ب 

هاي داخلي درخت مرتب  توان توسط گره مي را ها در درخت دودويي اطلاعات مربوط به مكان گره
ر فرزندي كه در درخت كه به جاي ه است ي اين كار اين ايده. آمده است )پ( 7 –شكل ب در  كه نمايش داد

هاي برگ، در شكل به صورت مربع نشان  اين گره. اي را قرار دهيم كه هيچ فرزندي ندارد دودويي موجود نباشد، گره
اي با  گره. است 2 ي درجهداراي هر گره، يا برگ است يا دقيقاً : است درخت دودويي پردرخت حاصل، . داده شدند

  .دارد ها را نگه مي ترتيب فرزندان گره، اطلاعات مربوط به مكان گرهدر نتيجه، . وجود ندارد 1 ي درجه
تواند به  كند، مي مرتب متمايز مي ندودويي را از درختا نها كه درختا اطلاعات مربوط به مكان گره

، فرزندان يك گره، با اعداد )موضعي( 1درخت مكانيدر . داده شود تعميمفرزند در هر گره  2ي با بيش از ندرختا
مشخص نشده باشد، به معناي  iاگر هيچ فرزندي با برچسب عدد صحيح  .شوند گذاري مي صحيح متفاوتي برچسب

، يك درخت مكاني است كه در آن براي هر گره، تمام تايي kدرخت . اُم گره وجود ندارد iكه فرزند  است اين
  .است k = 2تايي با  kودويي، درخت بنابراين، درخت د. ، وجود ندارند kتر از  هاي بزرگ فرزندان با برچسب
ها عمق يكساني دارند و تمام  تايي است كه در آن تمام برگ k، يك درخت 2تايي كامل kدرخت 

  درخت . دهد را نشان مي 3يك درخت دودويي كامل با ارتفاع  8 –شكل ب . دارند k ي درجه ،هاي داخلي گره
k  تايي كامل به ارتفاعh داراي  ، چند برگ دارد؟ ريشهk  هر كدام  كه است 1فرزند در عمقk  2فرزند در عمق 

 nتايي كامل با  kدر نتيجه، ارتفاع درخت . است hk، برابر با  hها در عمق  بنابراين، تعداد برگ. غيرهو  دارند
klgرگ، برابر با ب n هاي داخلي درخت تعداد گره. است k  تايي كامل با ارتفاعh  ، برابر ) 5–الف( ي معادلهبنا به

  :است با
  

  
  

h2بنابراين، درخت دودويي كامل داراي  1 داخلي است ي گره.  

  ها تمرين
  zو  x ، yهاي  گره دار با ريشه نتمام درختا. رسم كنيدرا  z و x  ،yرأس  3از  تشكلمآزاد  نتمام درختا :1-5-تمرين ب

تمام . را رسم كنيد x ي با ريشه x  ،y  ،zهاي  مرتب با گره نتمام درختا. ريشه باشد را رسم كنيد xكه 
  .را رسم كنيد x ي ، با ريشهx  ،y  ، zهاي  دودويي با گره ندرختا

_____________________________________________________________ 
1. Positional tree          2. Complete k-ary tree  

 ))6- الف(ي  معادلهبنا به (
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0vداري باشد كه در آن رأس  گراف بدون دور جهت G = (V, E)فرض كنيد  :2-5-تمرين ب V وجود دارد كه مسير   
vبه هر رأس  0vيكتايي از  V ي بدون جهت  ثابت كنيد نسخه. وجود داردG يك درخت است ،.  

  تعداد  كمتر ازيكي  در هر درخت دودويي غيرتهي، 2 ي درجههايي با  گرهبا استقرا نشان دهيد كه تعداد  :3-5-تمرين ب
هاي داخلي در درخت دودويي كامل يكي كمتر از تعداد  گيري كنيد كه تعداد گره نتيجه .ها است برگ
  .ها است برگ

  .برگ وجود دارد kيك درخت دودويي كامل با  k  1ثابت كنيد كه براي هر مقدار صحيح  :4-5-تمرين ب
lgگره، داراي حداقل ارتفاع  nيرخالي با استقرا نشان دهيد كه درخت دودويي غبا  :5-5-تمرين ب n   است.  
  عمقمجموع برابر با هاي داخلي درخت،  با در نظر گرفتن تمام گره، پردرخت دودويي  طول مسير داخلي: 6-5-تمرين ب

با مجموع برابر هاي درخت،  با در نظر گرفتن تمام برگ مسير خارجيطول ، به طور مشابه .گره است هر
طول مسير و  iطول مسير داخلي  با داخلي ي گره nبا  پريك درخت دودويي . برگ است عمق هر
  . e = i + 2nثابت كنيد . بگيريد نظر را در eخارجي 

dw(x)فرض كنيد وزن: 7-5-تمرين ب 2  را براي هر برگx  عمق بهd در درخت دودويي T و فرض بگيريم نظر در   
ثابت كنيد  . باشد Tهاي  اي از برگ مجموعه Lكنيد 

x L
w(x) 1


 ي اين نامعادله را نامعادله(است 

Kraft گويند مي.(  
Lنشان دهيد كه اگر  :8-5-تمرين ب 2 ،با  آنگاه هر درخت دودوييL  برگ شامل زيردرختي است كه ازL/3  2تاL/3   

  .داردبرگ 

  ها لهأمس      6-ب   
  .آميزي گراف رنگ   :  1-ب ي لهأمس  

c، تابع  Gآميزي گراف  رنگ-G = (V, E)  ،kبا توجه به گراف بدون جهت  : V {1,2,...,k}  است به طوري
u,vكه، براي هر يال  E،داريم ،c(u) c(v) . 2 ,1ديگر، اعداد به عبارت, … , k ي  دهنده نشانk  رنگ هستند

  . هاي متفاوتي داشته باشند و رئوس همجوار بايد رنگ
  .آميزي شود تواند با دو رنگ، رنگ نشان دهيد هر درخت مي .الف
  :ندارز هست همنشان دهيد كه موارد زير  .ب
1. G دوبخشي است. 

2. G آميزي است با دو رنگ قابل رنگ. 

3. G به طول فرد است فاقد دورهايي.  
  .شود آميزي رنگ، رنگ d + 1 تواند با مي Gثابت كنيد . باشد Gهر رأس در گراف  بيشينه  درجه dفرض كنيد  .پ
)Oتواند با  مي Gيال باشد، آنگاه  O(|V|)داراي  Gنشان دهيد كه اگر  .ت | V   .آميزي شود رنگ، رنگ |

  .ي دوستها گراف   :  2-ب ي لهأمس  
هاي بدون جهت بيان كرده سپس آن را اثبات  گراف ي هاي زير را به عنوان يك قضيه درباره هر يك از گزاره

  .نيست بازتابي، متقارن است ولي يدوستي  رابطهفرض كنيد . كنيد
  .است كه تعداد دوستان يكساني در گروه دارنددو نفر حداقل شامل ، حداقل دو نفريهر گروه  .الف
  .ي متقابل است يا سه غريبه) دوطرفه(نفري، شامل سه دوست متقابل  6گروه  هر .ب
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  توانند به دو زيرگروه تقسيم شوند، به طوري كه حداقل نيمي از دوستان هر نفر، به  هر گروه از افراد مي .پ
  .زيرگروهي تعلق دارد كه آن فرد، عضو آن گروه نيست     
  تواند حول ميزي بنشيند كه  نيمي از افراد آن گروه باشد، آنگاه گروه مياگر هر فرد در گروه، دوست حداقل  .ت

  .گيرد ست قرار ميوهر نفر بين دو د     
  .ندرختاكردن  نصف   :  3-ب ي لهأمس  

كنند، لازم است گراف به دو بخش با اندازه  ها كار مي هاي تقسيم و حل كه روي گراف در بسياري از الگوريتم
درخت را بررسي دو بخش از له، أاين مس. آيد در اثر افراز رئوس به دست مي كه قسيم شودتقريباً يكسان ت

ها، دو رأس در  اگر پس از حذف ياللازم است . آيد ها به دست مي كند كه در اثر حذف تعداد كمي از يال مي
  .زيردرخت يكساني به پايان برسند، اين دو رأس بايد در يك افراز باشند

   Bو  A ي مجموعهرأسي را به دو  kتوان رئوس در درخت دودويي  د كه با حذف يك يال، مينشان دهي .الف
|تقسيم كرد، به طوري كه         A | 3n / 4  و| B | 3n / 4.  

  درخت براي اين كار مثالي از . در بدترين حالت، بهينه است) الف(در قسمت  3/4نشان دهيد كه ثابت  .ب
  . A| = 3n/4|ترين افراز آن پس از حذف يك يال، داريم  دودويي ساده ارائه دهيد كه در متوازن     
   ي مجموعه رأسي را به دو nتوان رئوس يك درخت دودويي  يال، مي O(lg n)حداكثر نشان دهيد كه با حذف  .پ

     A  وB  افراز كرد، به طوري كه| A | n / 2     و| B | n / 2   .  


