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ºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e
»Tz£pBMºBµ©T½n±¢§A¥¼¦dU

»‾BÇ«p »£k¼`¼ÇQ ¥¼¦dÇU y½BªÇ‾ Á±ªíÇ« /Sv¼Ç‾ ºnAoÇñU ºBµ©T½n±¢§A »£jBw ³M »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dU}hz«»‾B«p »£k¼`¼Q BU j±{ ¥e k½BM »Tz£pBM ³§jBí« /Sv¼‾ nA±{j»Tz£pBM R¿jBí«.w±U »Tz£pBM ©T½n±¢§A»wnoM »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dU nj Bµ¥e²An ½A pA ²jB1TwA ° R¿jBí« ¼®a ¥e ºAoM An »½Bµð¼®ñU /jjo£/jo6 ©¼µA±i
Ao�TwA pA ²jB
TwA BM»Tz£pBM¥e 1 ÇJºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dU nj ¬C pA ¬A±U»« ³‾±¢a ³6 ©¼µj»« ¬Bz‾ B]½A nj /k{ WdM ¤°A Sw±¼Q nj »=B½n ºAo>TwA/©½o¼£»«o?‾nj n!³LwBd« ºAoM An »Tz£pBM ©T½n±¢§A AkTMA /jo6 ²jB1TwA »Tz£pBM¥½n±T� B� 1 ÇJ©T½n±¢§A +/SwA n Â 1»TA° n! = n(n - 1)(n - 2) ... (3)(2)(1) »®í½ :³¦Ãv«/n»1®«o¼B c¼dæ jkî :Bµºj°n°/n! :Bµ»]°oiint fact (int n){ if (n = = 0)return 1;elsereturn n * fact(n - 1);}



¨°jSw±¼Q 518An Jo= n±Twj nBM k®a , n nAk>« oµ ºAoM éMBU ½A ³6 ©¼®6»« }hz« ,©T½n±¢§A ½A »½AnB6 »wnoM ºAoMnj ²k{¨B\Ç‾A ºBµJoÇ= jAkíÇU BM SwA oMAoM j±{»« ¨B\‾A ³6 »½BµJo= jAkíU ,¼í« n ð½ ºAoM /kµj»« ¨B\‾AnAk>« ð½ ºAoM ²k{¨B\‾A ºBµJo= jAkíU o£ A /SwA fact(n - 1) njnJo= ¥ªî ³KB=A ³M fact(n - 1) »‾A±iAoK:©½nAj ,©¼µj y½Bª‾ tn BM An n¼í«n pA ºoUða±Ç6 nAk>Ç« nj éMBU nAk>« KveoM n nj éMBU nAk>« Ao½p ,k®½±£»«»Tz£pBM ³§jBí« An ºA³§jBí« ¼®a³TÇ{Aj ³Ç¼§°A�oÇ{ ¨B‾³ÇM N°o{ ³O>‾ ð½ k½BM ,½AoM²°Àî /Sv¼‾ éMBU ð½ ,éAA° nj ,»Tz£pBM /j±{»« }hz«tn©¼‾A±U»« /SwA t0 = 0³¼§°A Qo{ ,Am§ /jo¼£»ª‾ Rn±æ »Mo= _¼µ k{BM n = 0»TA° ,©T½n±¢§A ½A nj /©¼{BM:©¼®6 ³LwBd« o½p Rn±æ ³M nònqM nAk>« ºAoM An
o1Çæ pA N°oÇ{ ¬°kÇM , n ²A±Çh§j nAk>Ç« ð½ ºAoÇM BÇ«A ,©½n°C»«Swj³M An tn pA oTz¼M ºnAk>« ,k‾°n ½A ³«AjA BM/jnAj ¨B‾ »Tz£pBM ³§jBí«¥e ,»UnBLî ¼®a /©½k®«pB¼‾ tn ºAoM c½oæ RnBLî ð½ ³M /©¼®6 ³LwBd« An tn ©¼‾A±U»ª‾ß¥Çe ð½ k®Ç6 »wnoM k‾A±U»« .>K Ao>TwA /jo6 Ak¼Q ³§jBí« ½A ºAoM An »¦e ¬A±U»ª‾ Ao>TwA W½oX pA ³6 k¼®6 ³]±U»wnoM BM /(k®6»« ðª6 B«³M ¥e ð½ Zz6nj ,k{ WdM 4-5-8 yhM nj³6 ²k‾pBw ºAo>TwA)SwA Swnj ,ñª«³Ç6 kµj»Ç« ¬BÇz‾ ²k{³LwBdÇ« o½jB>Ç« »wnoÇM /©¼®6 Ak¼Q ³§jBí« ºAoM An »½Ak½k‾B6 ¥e ©¼‾A±U»« ³¼§°A nAk>« k®a/SwA Swnj ³6 ©¼®6 SMBY ©¼‾A±U»« Ao>TwA pA ²jB1TwA BM ,©½nAj Ak½k‾B6 ¥e ð½ ³6 ¬±®6 A /SwA ¥e ð½ tn = n:©½nAjn = 0ºAoM :Ao�TwAº³½BQ:©½nAjn ²A±h§j SLX« ° c¼dæ jkî ð½ ºAoM k¼®6 çoK :Ao�TwAço$:³6 ©¼µj ¬Bz‾ k½BM :Ao�TwA ¨B£:©½nAj ,©¼®6 jnA° »Tz£pBM nj An n + 1o£ A³\¼TÇ‾ Ao>TwA çoK pA ¡‾noQ RÀª] ³6 k¼®6 ³]±U /SwA Swnj tn ºAk½k‾B6 ¥e ³6 j±{»« SMBY ,K¼UoU½A³M/k‾±{»«/SwA ¬C ¥Çe ¨°j ³¦Çeo« ° »Tz£pBM ¼¼íU ,¤°A ³¦eo« /jnAj j±]° ³¦eo« °j »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A njWdÇM Bµ©T½n±Ç¢§A jn±Ç« nj SA° oÇµ ,JBTÇ6 Ç½A nj /©¼µj ¬Bz‾ An Bµ»Tz£pBM ¥e »¢‾±¢a ³6SwA½A B« dkµ.>ÇK ³ñ¦ÇM ,©¼®6»ªÇ‾ WdÇM An Bµ©T½n±Ç¢§A ,Sw±¼ÇQ ½A ³«AjA nj ,Am§ /©¼®6»« ¼¼íU An »Tz£pBM R¿jBí« ,©¼®6»«/©¼®6»« ³ÄAnA Ao>TwA W½oX pA Bµ»Tz£pBM ¥e pA »½Bµ¤BX« ,³«AjA nj /©¼®6»« ¼¼íU An »Tz£pBM R¿jBí«



519 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e:k½o¼¢Mo?‾nj An o½p »Tz£pBM 1 ÇJ¤BX« Én > 1°SwA2 pA »‾A±U ntn = tn/2 + 1t1 = 1 :pAk‾ARnBLî ³¼§°A nAk>« k®a
:³6 j±{»« ³\¼T‾/SwA Swnj ¥e ³6 ©¼®6»« SMBY Ao>TwA pA ²jB1TwA BM:©½nAjn = 1ºAoM :Ao�TwAº³½BQ:©½nAj SwA 2 pA »‾A±U n ³6n > 0 ²A±h§j nAk>« ºAoM k¼®6 çoK :Ao�TwAço$¬Bz‾ k½BM ,Am§ /SwA 2n j±{ ³TKo£o?‾nj k½BM ³6 ºkíM jkî ,SwA 2 pA »‾A±U ºAoM »Tz£pBM ¬±a :Ao�TwA ¨B£:©¼µj:©½n°C»«Swj³M ,©¼µj nAoA »Tz£pBM nj An 2n o£ A

:k½o¼¢Mo?‾nj An o½p »Tz£pBM 2 ÇJ¤BX« Én > 1°SwA2 pA »‾A±U ntn = 7tn/2 + 1t1 = 1 :pAk‾ARnBLî ³¼§°A nAk>« k®a
:³6 j±{»« ³\¼T‾/SwA Swnj ¥e ³6 ©¼®6»« SMBY Ao>TwA pA ²jB1TwA BM



¨°jSw±¼Q 520:©½nAjn = 1ºAoM :Ao�TwAº³½BQ:©½nAj SwA 2 pA »‾A±U n ³6n > 0 ²A±h§j nAk>« oµ ºAoM k¼®6 çoK :Ao�TwAço$:©¼µj ¬Bz‾ k½BM :Ao�TwA ¨B£:©½n°C»«Swj³M ,©¼µj nAoA »Tz£pBM nj An 2n o£ A:¬±a ,¨B\‾Aow /j±{»« SMBY Ao>TwA ,K¼UoU½A³M:j±{»« ³ÄAnA o½p Rn±æ ³M ²nA±ªµ »Tz£pBM ½A ¥e:k½o¼¢Mo?‾nj An o½p »Tz£pBM 3 ÇJ¤BX« Én > 1°SwA2 pA »‾A±U ntn = 2tn/2 + n - 1t1 = 0 :pAk‾ARnBLî ³¼§°A nAk>« k®a
k®6 »wnoM k‾A±U»« .>K Ao>TwA k{ ³T1£ ³6 n±X¬Bªµ /j±{»ª‾ ³ÄAnA o½jB>« ½A .w±U »d=A° ºAk½k‾B6 ¥e,B«A /©¼®6 ²jB1TwA Ao>TwA pA ©¼‾A±U»ª‾ »Tz£pBM ½A ºAoM ,jnAk‾ j±]° »½Ak½k‾B6 ¥e ¬±a /SwA Swnj ¥e ³6/jo6 ¥e An ¬C ¬A±U»« ,k‾±{»« WdM ºkíM ºBµyhM nj ³6 »½Bµð¼®ñU BM

³~hz«³§jBí« pA ²jB
TwA BM»Tz£pBM 2 ÇJ/©¼®6»« ³ÄAnA Bµ»Tz£pBM pA »£nqM ³Twj ºAoM »½Bµ¥e ¼¼íU ºAoM An »ñ¼®ñU
¢ªµ»�iºBµ»Tz£pBM 1 Ç2 ÇJ:k‾ASMBY ai° k¬C nj ³� k½o¼¢Mo�‾nj An o½p »Tz£pBM %½oíU/jnAj ¨B‾¢ªµK½Ao) BM ¢ªµ»*i ³§jBí« ,»Tz£pBM ½A



521 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e° tn-i2¥X«»UÀª] ,»®í½ /j±{»« oµB� j±i ¤°A ¬A±U BM ti³¦ª] oµ ³�SwA½A ³§jBí«½A ¬j±M"»�i"S¦î²kµBÇz« ¬C nj ,k{BM ð½ pA o¼B SMBY nAk>« ð½ c¬C nj ³6 tc(n-i)¥X« ºoæB®î ,½AoM²°Àî /jnAk‾ j±]° tn-itn-j³§jBíÇ« Ç½A "¬j±M¢ªÇµ"S¦Çî /k{BLÇ‾ ¬C nj t3(n-4)° tn/2o¼?Ç‾ »UÀªÇ] SwAñªÇ« ,¤BX«¬A±®î³M /j±{»ª‾/SwA o1æ BM oMAoM RÀª] pA »Oi K¼6oU ³6SwA½A:k‾ASMBY K½Ao= BM ¢ªµ »Oi »Tz£pBM ,o½p R¿jBí« 4 ÇJ¤BX« É
:j±{»« Z½oíU o½p Rn±æ ³M k{ WdM 1Ç2Ç2 yhM nj ³6 »aB‾±L¼K ³§BL‾j 5 ÇJ¤BX« É

:©½nAj ,©¼®6 ©6 doX °j pA An tn-2° tn-1o£ A/SwA ²k{ Z½oíU ¢ªµ »Oi »Tz£pBM ð½ .w±U »aB‾±L¼K ³§BL‾j kµj»« ¬Bz‾ ³6:©½nAj An o½p »Tz£pBM k¼®6 çoK 6 ÇJ¤BX« É
:©½nAj ²B£¬C tn = rn ©¼µj nAoA o£ A ³6 k¼®6 ³]±U:k{BM o½p ³§jBí« ³z½n r o£ A SwA »Tz£pBM ½A ºAoM »¦e tn = rn ,½AoMB®M:©½nAj ¬±a:k®Tvµ o½p ³§jBí« ºBµ³z½n ,³¼>M ° r = 0 Bµ³z½n pA »ñ½(1 ÇJ):jn°CSwj³M ³½q\U BM ¬A±U»« An Bµ³z½n ½A:k‾A»Tz£pBM ³§jBí« ºBµ¥e ,o½p jnA±« ,½AoMB®M /SwA r = 2° r = 3³§jBí« ½A ºBµ³z½n



¨°jSw±¼Q 522:©¼®6»« »wnoM »Tz£pBM Oa Sªw nj ¬C »®½q¢½B] BM ° 3nºAoM An ¥e ½A
:k½C»«nj o½p Rn±æ ³M ³§jBí« Oa Sªw ,»®½q¢½B] ½A BM/SwA »Tz£pBM ³§jBí« ºAoM »¦e 3n ³6SwA½A y½B®í«ºBµ¥e 2n ° 3n o£ A Ao½p ,©½nAj ºoTz¼M ºBµ¥e B«A ,©½jn°CSwj³M »Tz£pBM ³§jBí« ºAoM ¥e²An ³w:©½nAj ²B£¬C ,k®{BM ³§jBí« ½A¬BÇz‾ B]Ç½A nj An ¬C ³Çao£ /SwA ²k«CSwj³M Bµ½oªU nj ³\¼T‾ ½A /k‾A»µA±h§j SMA±Y c2 ° c1 ,¬C nj ³6o£ A)SwA »Tz£pBM ºAoM »¦6¥e ð½ RnBLî ½A ,½AoMB®M /k®Tvµ Bµ¥e B´®U Bµ½A ³6 jAj¬Bz‾ ¬A±U»« ,©½jAk‾pA ð½¨Ak6 B«A ,SwA j°kd«B‾ Bµ¥e jAkíU /(j±{»« ³KB=A »¦6 ¥e ½A ³M tn = 0¥e ,k{BM c1 = c2 = 0k‾j±M RnBLî ³¼§°A .½Ao{ ³6 k½nAj jB½ ³M /j±{»« ¼¼íU ³¼§°A .½Ao{ ³M ³]±U BM gwBQ ½A ?k‾A³¦Ãv« gwBQ Bµ¬C:pAo½p ³§jBí« °j ,©¼®6 ¤BªîßA ¨Ak6 oµ ³M An »¦6 ¥e o£ A /k®®6»« ¼¼íU c2° c1ºAoM An »½BTñ½ o½jB>« ,Qo{ °j ½A:©½n°C»«Swj³M An:k‾±{»« ²jBw o½p Rn±æ ³M ³§jBí« °j ½A:BM SwA oMAoM B« o?‾jn±« »Tz£pBM ¥e ,Am§ /SwA c2 = -1° c1 = 1R¿jBí« ©Tv¼w ½A ¥epA ºA³TÇwj éÇAA° nj ,»Tz£pBÇM /©½k¼wn»« ºo¢½j ¥e ³M ,©¼T{Aj »U°B1T« ³¼§°A .½Ao{ »¦LA ¤BX« nj o£ A6 Ç J¤BX« nj o½p ³¼§°A o½jB>« pA o£ A ©¼®¼LM /k‾±{»«Q±Mo« »1¦Th« ³¼§°A .½Ao{ ³M ¨Ak6 oµ ³6kµj»«¬Bz‾ An éMA±U:©¼wn»« »íMBU ³a ³M ©¼®6 ²jB1TwA:S{Aj ©¼µA±i ,.½Ao{ ½A pA ð½ oµ ³M 6 Ç J ¤BX« »¦6 ¥e ¤BªîßA BM



523 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e:k‾±{»« ²jBw o½p Rn±æ ³M ³§jBí« °j ½A:pASwARnBLî ³¼§°A o½jB>« ½A BM B« o?‾jn±« »Tz£pBM ¥e ,Am§ ,SwA c2 = 1° c1 = 0©Tv¼w ½A ¥e BMZ½oíÇU oÇ½p Rn±Çæ ³ÇM ³§jBíÇ« ½A ,»¦6n±X³M /SwA »Tz£pBM ¬C ³~hz« ³§jBí« 6 ÇJ ¤BX« nj 1 ÇJ ³§jBí«/j±{»«:k½o¼¢Mo�‾nj An o½pSMBYK½Ao" BM ¢ªµ »%i»Tz£pBM ³§jBí« ³M*±Mo« ³~hz« ³§jBí« %½oíU:j±{»«,½oíU o½p Rn±æ ³M ³§jBí«½AAn »Tz£pBM ° ³~hz« ³§jBí« ¼M ³OMAn BU ©¼v½±‾»« r0Rn±æ ³M An ³¦ª] ½A /SwA ð½ BM oMAoM r0 nAk>«/©¼µj ¬Bz‾:k¼®6 ²kµBz« SwA ²k«C o½p nj ³6 An ¬C ³~hz« ³§jBí« ° »Tz£pBM ð½ 7 ÇJ¤BX« É/SwA 2 (S§Be ½A nj)k ³~hz« ³§jBí« ³LUo« ³6 ©¼µj»« ¬Bz‾ ¬Bñ¼Q pA ²jB1TwA BM»OÇi »Tz£pBM ¥e ºAoM /j±{ ²jAj ©¼ªíU ³¼oA ð½ ³M k‾A±U»« 6 Ç J ¤BX« nj ¥e ¬jn°CSwj³M ¥eAo«/j±{ ³í]Ao« ³¼oA ½A ³M SwA »KB6 .>K ,SMBY K½Ao= BM ¢ªµ1 ÇJ³¼�� +:k½o¼¢Mo?‾nj An o½p SMBY K½Ao= BM ¢ªµ »Oi »Tz£pBM ³§jBí«:BM SwA oMAoM ¬C ³~hz« ³§jBí«:pASwARnBLî ¬C »Tz£pBM ºBµ¥e B´®U ²B£¬C /jnAj r1, r2, ... , rk q½BªT« ¥e k ³§jBí« ½A/k‾A»µA±h§j SMA±Y ,³¦ª] ci,¬C nj ³6/©½nAj pB¼‾ ³¼§°A Qo{ k ³M ,BTñ½ SMBY k ³LwBd« ºAoM /k‾±{»« ¼¼íU ³¼§°A .½Ao{ .w±U ciSMBY k o½jB>«/SwA ²k«C o½p ºBµ¤BX« nj SMA±Y o½jB>« ¼¼íU x°n



¨°jSw±¼Q 524:k½o¼¢Mo?‾nj An o½p »Tz£pBM 8 ÇJ¤BX« É
:k½n°CSwj³M An o½p ³~hz« ³§jBí« /1:k¼®6 ¥e An o½p ³~hz« ³§jBí« /2/ r = -1° r = 4 pAk‾ARnBLî ¬C ºBµ³z½n:k½n°CSwj³M An o½p »Tz£pBM »¦6 ¥e BU k¼®6 ¤BªîßA An 1 Ç J ³¼oA /3:k½n°CSwj³M ³¼§°A o½jB>« ³M »¦6 ¥e ¤BªîßA BM An SMA±Y o½jB>« /4:k‾±{»« ²jBw o½p Rn±æ ³M o½jB>« ½A/SwA c2 = __° c1 = __©Tv¼w ½A ¥e-15 15:k½n°CSwj³M An »æBi ¥e BU k¼®6 ½q¢½B] »¦6 ¥e nj An SMA±Y /5:k®6»« k¼§±U An »aB‾±L¼K ³§BL‾j ³6 ©¼®6»« ¥e An ºA»Tz£pBM 9 ÇJ¤BX« É

:k½n°CSwj³M An ³~hz« éMBU /1:k¼®6 ¥e An ³~hz« ³§jBí« /2:pAk‾ARnBLî ³~hz« ³§jBí« ºBµ³z½n ,¨°j ³]nj ³§jBí« ¥e ¤±«oK ³M ³]±U BM



525 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e:k¼®6 ¤BªîA An 1 Ç J ³¼oA ,o½p »Tz£pBM »¦6 ¥e ¬jn°CSwj³M ºAoM /3:k½n°CSwj³M An SMA±Y o½jB>« ,³¼§°A .½Ao{ ³M »¦6 ¥e ¤BªîßA BM /4
:k‾±{»« ²jBw o½p Rn±æ ³M R¿jBí« ½A

/ c2 = -1/ ° c1 = 1/ S{Aj ©¼µA±i ©Tv¼w ½A ¥e BM:©½n°C»«Swj³M An ²s½° ¥e ,»¦6 ¥e nj SMA±Y »®½q¢½B] BM /5
Ao½p ,SwA ©6 ¬C »¦ªî xpnA ,k®6»« ©µAoK »aB‾±L¼K ¨ÔAn ³¦ª] ºAoM An »d½oæ ¤±«oK 9 Ç J ¤BX« ³ao£/kMB½»« y½AqKA ny½AqKA BM y½Bª‾ ºAoM p̈¿ SAj ³]nj¥ñ{ ³M ºA³~hz« éMBU ,³¼oA ½A /k®{BM q½BªT« ³~hz« ³§jBí« º³z½n k ¨BªU SwA p̈¿ 1 Ç J ³¼oA nj:k‾Aj»ª‾ pB\« An o½p³z½n ºAoM An jkíU T{Aj ,o½p ³¼oA /k®½±£ ³§jBí« ¨±w jkíU ³z½n An 2 ,kwn»« 3 ¬A±U ³M r - 2³¦ª] ¬±a/k‾Aj»« pB\«2 ÇJ³¼�� +²BÇ£¬C /k{BÇM SMBÇY K½AoÇ= BÇM ¢ªÇµ »Oi »Tz£pBM ºAoM ³~hz« ³§jBí« ³M Q±Mo« m jkíU ³z½n r k¼®6 çoK:pAk‾ARnBLî »Tz£pBM ºBµ¥e/SwA ²k{ ²k‾B\®£ Bµ»Tz£pBM »«±ªî ¥e nj Bµ¥e ½A pA ð½ oµ ³M Q±Mo« ³¦ª] ,½AoMB®M



¨°jSw±¼Q 526:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 1 å ÇJ¤BX« É
:k½n°CSwj³M An ³~hz« ³§jBí« /1:k¼®6 ¥e An ³~hz« ³§jBí« /2/SwA 2 jkíU ³z½n r = 3³z½n ° r = 3° r = 1pAk‾ARnBLî ³§jBí« ºBµ³z½n:k½n°CSwj³M An »Tz£pBM »¦6 ¥e BU k¼®6 ¤BªîßA An 2 Ç J ³¼oA /3/SwA 2 jkíU ³z½n ,3 Ao½p ,©¼TKo£o?‾nj n3n ° 3nºAoM »UÀª]:k½n°CSwj³M An SMBY o½jB>« ,³¼§°A .½Ao{ ³M »¦6 ¥e ¤BªîßA BM /4

:k‾±{»« ²jBw o½p Rn±æ ³M o½jB>« ½A
/ c3 = __° c2 = 1 , c1 = -1©½nAj ©Tv¼w ½A ¥e BM13:k½C»«Swj³M ²s½° ¥e ,»¦6 ¥e nj SMA±Y »®½q¢½B] BM /5

:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 1 1 ÇJ¤BX« É



527 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e:k½n°CSwj³M An ³~hz« ³§jBí« /1:k¼®6 ¥e An ³~hz« ³§jBí« /2/jnAj 2 jkíU 1 ³z½n ° r = 1° r = 3pAk‾ARnBLî ³§jBí« ºBµ³z½n:k½n°CSwj³M An »Tz£pBM »¦6 ¥e BU k¼®6 ¤BªîßA An 2 Ç J ³¼oA /3:k½n°CSwj³M An SMBY o½jB>« ,³¼§°A o½jB>« ³M »¦6 ¥e ¤BªîßA BM /4
:k‾±{»« ²jBw o½p Rn±æ ³M R¿jBí« ½A

/ c3 = 1° c2 = 1 , c1 = 0©½nAj ©Tv¼w ½A ¥e BM:k½n°CSwj³M An ²s½° ¥e ,»¦6 ¥e nj SMA±Y »®½q¢½B] BM /5
¢ªµB‾»�iºBµ»Tz£pBM 2 Ç2 ÇJ:k½o¼¢Mo�‾nj An o½p »Tz£pBM %½oíU»*Çi »Tz£pBÇM ³§jBí« ,SwA o/æ pA o¼0 »íMBU f(n) ° k‾ASMBY k ° aiRÀª] ¬C nj ³� »Tz£pBM ½A nj/jnAj ¨B‾SMBYK½Ao) BM ¢ªµB‾¢ªµB‾ »Oi »Tz£pBM ³§jBí« ð½ ,©¼®6 ²jB1TwA o1æ éMBU pA o£ A /SwA f(n) = 0éMBU ,o1æ éMBU pA n±?®«¥e ºAoM An »{°n /jnAk‾ j±]° ¢ªµB‾ »Oi »Tz£pBM ³§jBí« ¥e ºAoM ºA²k{³TiB®{ »¦6 x°n /S{Aj ©¼µA±i:©¼®6»« ³ÄAnA |Bi S§Be(2 ÇJ)



¨°jSw±¼Q 528/SwA ºA³¦ª]k®a nKveoM p(n) ° SMBY b¬C nj ³6:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 12 ÇJ¤BX« É/SwA p(n) = 1° b = 4 ,k = 1¬C nj ³6 SwA 2 Ç J »Tz£pBM pA ºA³‾±ª‾ ,»Tz£pBM ½A:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 13 ÇJ¤BX« É/SwA p(n) = 8n + 7° b = 4 , k = 1¬C nj ³6 SwA 2 Ç J »Tz£pBM pA ºA³‾±ª‾ »Tz£pBM ½A¥Çe ¥MBA ¢ªµB‾ »Oi »Tz£pBM ³M ¬C ¥½kLU BM ,SwA ²k{ ²jAj ¬Bz‾ 2 Ç J »Tz£pBM nj ³6 »æBi S§Be/kµj»« ¬Bz‾ An nB6 ½A ¨B\‾A x°n ºkíM ¤BX« /SwA:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 1 4 ÇJ¤BX« É
³¦ªÇ] ¬C pA ©¼Ç‾A±U»Ç« oÇ½p W½oÇX ³ÇM /jnAj j±]° SwAn Sªw nj 4n ³¦ª] Ao½p ,Sv¼‾ ¢ªµ »Tz£pBM ½A:©½±{ |Ài¬B¼ÇM SwAn SªÇw nj 4n-1BM »Tz£pBM ³6ºn±X³M ,k¼µj nAoA »¦æA »Tz£pBM nj An n - 1 nAk>« n ºB]³M /1:j±{:j±{ ¬B¼M SwAn Sªw nj4n-1BM ºo¢½j x°n ³M »Tz£pBM ³6ºn±X³M k¼®6 ©¼v>U 4 oM An »¦æA »Tz£pBM /2»‾Bvñ½ ¥e q¼‾ Bµ¬C ¥=B1U BM k½BM ,Am§ /k{BM ¬Bvñ½ k½k] ºBµ³hv‾ ½A ¥e BM k½BM »¦æA »Tz£pBM ¥e /3dmÇe An 4n-1©¼Ç‾A±U»« 2 ³¦eo« »Tz£pBM pA 1 ³¦eo« »Tz£pBM W½o1U BM ³6SwA½A y½B®í« /k{BM ³T{Aj:SwA o½p Rn±æ ³M ³\¼T‾ /©¼®6:©½oLM ¼M pA An Bµov6 ©¼‾A±U»« 4 nj Jo= BM³§jBíÇ« ,»®íÇ½ /j±Ç{ ¥Çe 1 Ç J ³¼oÇA ¤BªÇî ßA BM k‾A±U»« ° SwA ¢ªµ »Oi »Tz£pBM ³§jBí« ð½ ³§jBí« ½A:©¼®6»« ¥e An o½p ³~hz«



529 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e:k½C»«Swj³M »¦6 ¥e ,K¼UoU½A³M:k½C»«Swj³M ²s½° ¥e t1 = 4° t0 = 0³¼§°A SMA±Y pA ²jB1TwA BM:SwA o½p RÀª] ºAnAj »¦6 ¥e ,14Ç J ¤BX« njyhM pA ¨°j ³¦ª] »§° ,k«C»« Swj ³M j±M ¢ªµ »Tz£pBM o£ A ³6 j±{»« »{B‾ ºA³~hz« ³§jBí« pA ¤°A ³¦ª],k{BLÇ‾ n±XÇ½A oÇ£ A /SwA ð½ BÇM oÇMAoM ¤BX« ½A nj p(n) ºA³¦ª]k®a /k½C»«Swj³M b»®í½ ,»Tz£pBM ¢ªµB‾b ³Ç6SwAÇ½A xA³\¼TÇ‾ ,¤Beoµ³M /j±M ²k¼`¼Q nB¼vM ¢ªµ »Tz£pBM ³M »Tz£pBM ¥½kLU ºAoM ºn°o= ºnBñTwj³¼oA nj ,³\¼T‾ ½A /k{ kµA±i J±vd« ¥æBe ß¢ªµ »Oi »Tz£pBM ³M Q±Mo« º³~hz« ³§jBí« jkíU ¬A±®î³M/SwA 4 Ç J ¤BX« k®‾B« ¬C RBLYA ¥eAo« /j±{»« boO« RBLYA ¬°kM ³¼oA ½A /k{ kµA±i ³ÄAnA o½p3 ÇJ³¼�� +:k½o¼¢Mo?‾nj An o½p ¢ªµB‾ »Oi »Tz£pBMRn±æ ³M ¬C ³~hz« ³§jBí« ³6 j±{ ¥½kLU »®¢ªµ »Oi »Tz£pBM ³M k‾A±U»« ¢ªµB‾ »Oi »Tz£pBM pA ¥ñ{ ½A:SwA o½p:SwA ²k{ ¥¼ñzU yhM °j pA ³~hz« ³§jBí« ³6 k¼®6 ³]±U /SwA p(n) ³]nj BM oMAoM d ,³~hz« ³§jBí« ½A nj/»Tz£pBM BM owB®T« ß¢ªµ »Tz£pBM ³M Q±Mo« ³~hz« ³§jBí« /1/k½C»«Swj³M »Tz£pBM ¢ªµB‾ yhM pA ³6 ºA³¦ª] /2/j±{»« oµB� ³~hz« ³§jBí« nj Bµ¬C pAð½ oµ ,k{BM ³T{Aj j±]° SwAn Sªw njbnp(n) k®‾B« ³¦ª]ð½ pAy¼M o£ A,¤BX«¬A±®î³M /SwA n ¬A±U ½oU¿BM p(n) ºA³¦ª]k®a ³]nj ³6 k½nAj jB½ ³M ,³¼oA ½A ºo¼£nB6 ³M pA ¥LA:k½o¼¢Mo?‾nj An o½p jnA±«
/©½o¼£»«nB6 ³M An 3 Ç J ³¼oA ¬±®6 A:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 15 ÇJ¤BX« É



¨°jSw±¼Q 530:k½n°CSwj³M An ¢ªµ ³§jBí« BM owB®T« ³~hz« ³§jBí« /1:k½n°CSwj³M »Tz£pBM ¢ªµB‾ yhM pA An ºA³¦ª] /2

:BM SwA oMAoM ¢ªµB‾ yhM pA ¥æBe ³¦ª]³§jBíÇ« /k¼®6 ¤BªîßA An 3 Ç J ³¼oA ,3 ° 1 ¥eAo« pA ¥æBe RÀª] pA ³~hz« ³§jBí« ¬jn°CSwj³M ºAoM /3:BM SwA oMAoM ³~hz«/k¼µj ³«AjA ¢ªµB‾ ³§jBí« k®‾Bªµ ,³~hz« ³§jBí« ¬jn°CSwj³M pA uQ:k¼®6 ¥e An ³~hz« ³§jBí« /4/SwA 2 BM oMAoM r = 4³z½n jkíU ° r = 4° r = 3pAk‾ARnBLî Bµ³z½n:k½n°CSwj³M »Tz£pBM ºAoM »¦6 ¥e BU k¼®6 ¤BªîßA An 2 Ç J ³¼oA /5ßònqM nAk>«nj»Tz£pBM nAk>« ³LwBd«W½oX pA ,S§Be ½A nj /©½nAj ³¼§°A Qo{ °j .>K »§° ,³TiB®{B‾ ßjn±«³w:Ao½p /SwA 2 BM oMAoM nAk>« ¬C ,S§Be ½A nj /©¼MB¼M An ºo¢½j ³¼§°A Qo{ k½BM ,nºkíM: t1 = 12°½q¢½B] »¦6 ¥e nj An SMA±Y H¼‾BY ° k½n°CSwj³M An SMBY o½jB>« Á°A BU j±{»« ³TwA±i Bª{ pA Bµ½oªU nj:k½n°CSwj³M BU k¼®6:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 16 ÇJ¤BX« É



531 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e:k½n°CSwj³M An ¢ªµ »Tz£pBM BM owB®T« ³~hz« ³§jBí« /1:k½n°CSwj³M ¢ªµB‾ »Tz£pBM yhM pA An ºA³¦ª] /2

:BM SwA oMAoM ³¦ª] ½A³§jBíÇ« /k½n°CSwj³ÇM 3 ° 1 ¥ÇeAo« pA ¥æBe RÀª] pA An ³~hz« ³§jBí« BU k¼®6 ¤BªîßA An 3 Ç J ³¼oA /3:BM SwA oMAoM ³~hz«:k¼®6 ¥e An ³~hz« ³§jBí« /4/k{BM»« 3 ¬C jkíU ³6 SwA r = 1³z½n:k½n°CSwj³M An »Tz£pBM »¦6 ¥e BU k¼®6 ¤BªîßA An 2 Ç J ³¼oA /5:©½k®«pB¼‾ o¢½j ³¼§°A .½Ao{ °j ³M½q¢½B] »¦6 ¥e nj An SMA±Y H¼‾BY ° k¼®6 ¼¼íU An SMA±Y o½jB>« Á°A j±{»« ³TwA±i Bª{ pA Bµ½oªU nj:k½n°CSwj³M BU k¼®6:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 17 ÇJ¤BX« É:k½n°CSwj³M An ¢ªµ »Tz£pBM BM owB®T« ³~hz« ³§jBí« /1



¨°jSw±¼Q 532³ÇM ³¦ª] oµ ,j±{»« ³\¼T‾ 3 Ç J ³¼oA pA ³6 n±X¬Bªµ /jnAj nAoA SwAn Sªw nj ³¦ª] °j S§Be ½A nj /2:jjo£»« oµBw ³~hz« ³§jBí« nj o½p Rn±æ
:pAk‾ARnBLî ³¦ª] °j ½A:k½n°CSwj³M RÀª] ¨BªU pA An ³~hz« ³§jBí« BU k¼®6 ¤BªîßA An 3 Ç J ³¼oA /3/k¼®6 ¥«B6 An ³¦Ãv« ½A j±{»« ³TwA±i Bª{ pA Bµ½oªU nj

(³®«AjRÀ½kLU)Bµo¼#T«o¼¼#U 3 Ç2 ÇJ½A /jjo£ ¥e ,KwB®« ¥ñ{ ð½ ³M ¥½kLU ° Bµo¼zT« BM k‾A±U»« ,j±{ ¥e 3 Ç J ³¼oA BM k‾A±T‾ ³6 ºA»Tz£pBM »µB£y½Bª‾ ºAoM tk Ao½p ,©¼µj»« ¬Bz‾T(n) BM An »¦æA »Tz£pBM ,Bµ¤BX« ½A nj /j±{»« c½ozU o½p ºBµ¤BX« nj x°n³TKo£o?Ç‾nj BTÇñ½ jkÇî ð½ , n nAk>Ç« oµ ºAoM »®í½ ,SwA tn ¥X«T(n) jBª‾ ºB®í« /j°n»«nB6 ³M k½k] »Tz£pBM/j±{»«:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 18 ÇJ¤BX« ÉSwA 2 pA »‾A±U n , n > 1ºApA ³MT(n) = T(__) + 1n2T(1) = 1Bµo¼zT« o¼¼zU x°n ³M ²nBM°j An ¬C /©½jo6 ¥e Ao>TwA BM 1 Ç J yhM nj An »Tz£pBM ½A ÂLA ³6k¼{BM ³T{Aj jB½ ³M/jnAj j±]° ¬C nj n / 2 ³¦ª] Ao½p ,j±{ ¥e 3 Ç J ³¼oA ¤BªîßA BM ³6 Sv¼‾ ºn±X »Tz£pBM ½A /©¼®6»« ¥e:©¼µj»« nAoA AkTMA /k{BM ²jB1TwA ¥MBA ³¼oA ½A ³6 ©¼®6 ¥½kLU »¦ñ{ ³M An ¬C ©¼‾A±U»«k = lg n j±{»« ³\¼T‾ ³6 n = 2k:©½n°CSwj³M BU ©¼µj»« nAoA »Tz£pBM njnºB]³M An 2k H¼‾BY(3 ÇJ):©¼µj»« nAoA 3 Ç J »Tz£pBM nj uPw



533 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e:©½n°C»«Swj³M An k½k] »Tz£pBM ,K¼UoU½A³M:k½C»«Swj³M ¬C »¦6 ¥e ³¼oA ½A ¤BªîA BM ,Am§ /SwA ¥e ¥MBA 3 Ç J ³¼oA ¤BªîßA BM »Tz£pBM ½A:jn°CSwj³M ¬A±U»« o½p ³¦eo« °j nj An »¦æA »Tz£pBM »¦6 ¥e:k½CSwj³M k½k] »Tz£pBM BU k¼µj nAoA »¦6 ¥e nj tkºB]³M An T(2k) /1:k¼µj nAoA nkºB]³M An n ,k«CSwj³M 1 ³¦eo« nj ³6 ºA³§jBí« nj /2³Ç¼§°A QoÇ{ pA ²jB1TÇwA BÇM ,»®í½ /©¼µj»« ³«AjA ºjBî n±X³M ,©½jn°CSwj³M An »¦æA »Tz£pBM »¦6 ¥e »TA°:©½n°C Swj³M BU ©¼®6»« ³LwBd« An SMBY o½jB>« uPw ° ©½n°C»« Swj³M An ¨°j ³¼§°A Qo{ ,T(1) = 1:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 19 ÇJ¤BX« ÉSwA 2 pA »‾A±U n , n > 1ºApA ³MT(n) = 2T(__) + n - 1n2T(1) = 0o¼zTÇ« o¼¼zU BM An ¬C /©¼®6 ¥e Ao>TwA pA ²jB1TwA BM An »Tz£pBM ½A ©¼Tv‾A±T‾ 3 Ç J ¤BX« nj ³6 k¼{BM ³T{Aj jB½ ³M:©¼µj»« nAoA nºB]³M An 2k ,AkTMA /jo6 ©¼µA±i ¥e
:©¼µj»« nAoA ³§jBí« ½A nj uPw:©½n°CSwj³M An o½p »Tz£pBM BU:©½n°C Swj³M BU ©¼®6»« ¤BªîßA An 3 Ç J ³¼oA/k½CSwj³M »Tz£pBM »¦6 ¥e BU ©¼®6»« ¤BL‾j An »¦eAo«:k½CSwj³M k½k] »Tz£pBM BU k¼µj nAoA tkºB]³M An T(2k)»¦6 ¥e nj /1



¨°jSw±¼Q 534:©½n°CSwj³M BU k¼µj nAoA kºB]³M An lg n nAk>« ° 2kºB]³M An n nAk>« ,1 ³¦eo« pA ¥æBe ³§jBí« nj /2Swj³M An o¢½j ³¼§°A Qo{ °j ,T(1) = 0³¼§°A Qo{ pA ²jB1TwA BM »®í½ /©¼µj»« ³«AjA ºjBî S§Be ¥X« ¬±®6 A:k½C»« Swj³M o½p ¥e /©¼®6»« ³LwBd« An SMBY o½jB>« uPw ° ©½n°C»«:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 2å ÇJ¤BX« ÉSwA 2 pA »‾A±U n , n > 1ºApA ³MT(n) = 7T(__) + 18(__)2n2 n2T(1) = 0 :k¼µj nAoA nºB]³M An 2k ,»Tz£pBM nj(4 ÇJ):k½n°CSwj³M BU tk = T(2k) k¼µj nAoA 4 Ç J »Tz£pBM nj:©½n°Cnj o½p Rn±æ ³M An ¬C ©¼‾A±U»« »§° ,jo6 ¤BªîßA An 3 Ç J ³¼oA ¬A±TM ³6 Sv¼‾ ºq¼a H>¼Aj »Tz£pBM ½A
:©½n°C Swj³M BU ©¼®6»« ¤BªîßA k½k] »Tz£pBM ½A nj An 3 Ç J ³¼oA ¬±®6 A/k½n°C Swj³M »¦æA »Tz£pBM pA »¦6 ¥e ð½ BU k¼®6 ¤BL‾j An »¦eAo«:k¼µj nAoA tkºB]³M An T(2k) ,»¦6 ¥e nj /1:k¼µj nAoA kºB]³M An lg n nAk>« ° 2kºB]³M An n nAk>« ,1 ³¦eo« pA ¥æBe ³§jBí« nj /2³M ¥e /k¼®6 ³LwBd« An SMBY o½jB>« uPw ° k½n°CSwj³M An ¨°j ³¼§°A Qo{ ,T(1) = 0³¼§°A Qo{ pA ²jB1TwA BM:SwA o½p Rn±æ



535 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e
»®½q¢½B] BM»Tz£pBM¥e 3 ÇJk¼Tv‾A±T‾ »¦LA ºBµyhM nj ²k{boO« ºBµx°n pA ²jB1TwA BM o£ A /jo6 ¥e»®½q¢½B]BM ¬A±U»« An »Tz£pBM »µB£/k®®6»« c½ozU An x°n ½A o½p ºBµ¤BX« /k¼®6 ²jB1TwA»®½q¢½B]x°n pA ,k¼®6 ¥e An »Tz£pBM:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 21 ÇJ¤BX« É:©¼®6»« jo¢L>î ²jo6 N°o{ n pA »®í½ /SwA Ao>TwA uñîoM »®½q¢½B] ,éAA° nj

:©¼®6»« ½q¢½B] »¦LA ³§jBí« nj o½p Rn±æ ³M An ³§jBí« oµ uPw

/SwA 1 Sw±¼Q nj 1 Ç Z§A ¤BX« ³\¼T‾ ¬Bªµ ,ºoiC ³§jBí«¥Çe ¥MB� �½o
 ½A pA o½p ¤BX« »Tz£pBM /j±{ ¥e ³~hz« ³§jBí« BM k‾A±U»« 21 Ç J ¤BX« »Tz£pBM /Sv¼‾:©¼®6»« ¥e An o½p »Tz£pBM 22 ÇJ¤BX« É



¨°jSw±¼Q 536:©¼®6»« jo¢L>î n pA AkTMA

:©¼®6»« ½q¢½B] »¦LA ³§jBí« nj An ³§jBí« oµ uPw

/k½C»«Swj³M 1 Sw±¼Q 9 Ç Z§A ¤BX« pA »L½o>U ³§jBí«
»¦"S§Benjn³M ,bSLX«SMBY pA»‾A±U ,n[½BT‾©¼ªíU 4 ÇJ»‾B«p »£k¼`¼Q ,»Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A pA »oíM jn±« nj /k½nAj »½B®{C ¤°A ¥~K K§BO« BM ³6 k{ çoK ³«AjA nj2 BM oMAoM b Á±ªí« /SwA SLX« SMBY ð½ b ,¬C nj ³6 k{BM b¥X« ºA³½BQ pA »‾A±U n ³6 ©¼®6»« ³LwBd« »TA° An W¼Ajo?‾³ÇM ,ºj±´Ç{ o?Ç‾ pA /(2 ¥~ÇK)SwA Swnj ¥Çe ° ©¼v>ÇU ºBµ©T½n±¢§A ºAoM |±~i ³M ,S§Be ½A /SwAnj oÇ£ A ,¤BXÇ«¬A±®î³ÇM /SwA Swnj »¦Ç6 S§BÇe nj n ºAoÇM ,k½C»«Swj³ÇM b ¬A±U ³M n ºAoM ³6 ºA³\¼T‾ kwn»«:©¼{BM ³T{Ajn pA 2 ¬A±U ºAoM »ªT½n±¢§A:©¼{BM ³T{Aj »¦6 S§Be njnºAoM ³6 kwn»«o?‾³M



537 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥eAkTMA /SwA nAoAoM S§Be ½A ³6 ©¼®6»« WdM An »T¼í=° ,³«AjA nj /©½n°C Swj³M ©¼‾A±U»« An »\½BT‾ ¼®a Á±ªí«jAkîA pA ºA³î±ª\«o½p Bµ¬C joM ° ³®«Aj ³6k‾±{»« ¤BªîA »µA±h§j éMA±U ³M Z½nBíU ½A /©½nAjZ½oíU k®a ³M pB¼‾/k‾AK§B] B« ºAoM ³6 ©½oM»«nB6 ³M »£k¼`¼Q éMA±U ºAoM An Bµ¬C »§° ,SwA »>¼>eoÇ£ A »®íÇ½ /j±Ç{ oUònqÇM ny½AqÇ:A BM ²nA±ªµ f(n) o£ A j±{»« ²k¼«B‾èd« ºj±íæ f(n) »£k¼`¼Q éMBU %½oíU:©½nAj n1 > n2f(n1) > f(n2)»>¼>Çe jAkÇîA 1 Ç J ¥Çñ{ éMA±U ºBµ³®«Aj ,S§±´w ºAoM) SwA èd« ºj±íæ (Z§A)1 Ç J ¥ñ{ éMBUn »1®«o¼ÇB o½jB>Ç« ºAoM ,S{Aj ©¼µA±i Bµ©T½n±¢§A ¥¼¦dU nj ³6 »íMA±U pA ºnB¼vM /(k‾k{ ³TKo£o?‾nj »1®«o¼Bèd« ºj±íæ ,SwA »1®«o¼B n ³6 »‾B«p BU ,2n ° n2 ,n lg n ,n , lg n ,¤BX«¬A±®î³M /j±M k®µA±i èd« ºj±íæ/k®Tvµ:²B£¬Cn1 > n2 o£ A »®í½ /j±{ oUða±�ny½Aq:A BM f(n) o£ A SwA»§°q‾o¼< f(n)»£k¼`¼Q éMBU %½oíUf(n1) Â f(n2)

/éMBU nB´a 1Ç J¥ñ{



¨°jSw±¼Q 538èdÇ« ºj±íÇæ ³6Ç½A ¬°kÇM ,k{BM nA±ªµ k‾A±TM ³6 »íMBU B«A ,SwA »§°q‾o¼B ,èd« ºj±íæ éMBU oµ/Sv¼‾ »§°q‾o¼B (Z)1 Ç J ¥ñ{ éMBU /SwA éMBU ½A pA ºA³‾±ª‾ (J)1 Ç J ¥ñ{ éMBU /SwA »§°q‾o¼B ,k{BMxpAjoÇQ ºAoÇM p̈¿ ¬BÇ«p AoÇ½p ,kÇ‾A»§°q‾o¼B Á±ªí« Bµ©T½n±¢§A K¦BA (³?KBe B½)»‾B«p ºBµ»£k¼`¼Q¬A±U ³Mn ¥¼¦dU ©¼{BM njBA k½BM ³6kwn»«o?‾³M 1 Ç J¥ñ{ ³M »µB¢‾ BM /kMB½»ª‾ yµB6 ,ºj°n° y½AqKA BM ºj°n°2 ¬A±U ³Mn ºAoM An f(n) o½jB>« k¼®6 çoK ,¤BX«¬A±®î ³M /(SwA »§°q‾o¼B éMBU ³6 »‾B«p BU)©¼µj .vM »¦6n ³M An b³M ³]±U BM Am§ /k{BM 24 = 16° 23 = 8¼M SwAñª« ºq¼a oµ ,(Z)1 Ç J ¥ñ{ éMBU jn±« nj /©½jo6 ³LwBd«o£ A , f(n)»§°q‾o¼B éMBU jn±«nj ,B«A /jn°CSwj³M An ºA³\¼T‾16° 8¼M éMBU nBTKn jn±«nj¬A±U»ª‾16° 8o½jB>«:©½nAj ,8 À n À 16f(8) À f(n) À f(16)pA kwn»« o?‾³M ³6 ³a¬C /©½n°CSwj³M 2 ¬A±U ³M nºAoM f(n) o½jB>« pA An f(n) ³LUo« ©¼‾A±TM ³6 kwn»« o?‾³M ,Am§³M ,jn±« ½A nj ºA³¼oA ³ÄAnA pA ¥LA /j±{ SMBY éMA±U pA »í¼w° ³Twj ºAoM k‾A±U»« ,k{BM Swnj k½BM ºj±´{ o?‾³¼oA nj ,k‾nAk‾ S¼ªµA éMBU ³¼§°A o½jB>« ¬±a /SwA boO« »‾¿±X joM BM »½BµnBTKn jn±« nj ³LUo« ³6 k½n°B¼M jB½/(»½B´‾ »§°q‾o¼B éMBU)k{BM »§°q‾o¼B ¨B\‾Aow éMBU ³6 SwA p̈¿BÇM ,}hÇz« *BDÇ‾ pAuQn o½jBDÇ« »«BªÇU ºAoM o£ A j±{»« ²k¼«B‾»½B´‾ »§°q‾o¼< , f(n) »£k¼`¼Q éMBU %½oíU:©½nAj ,k{BM n1 > n2 > N o£ A ³� jnAj j±]°Nð½ ,»®í½ /kMB¼‾yµB� q£oµ éMBU , n nAkD«y½Aq:Af(n1) Â f(n2)³Ç6 SwA »½B´‾ »§°q‾o¼B éMBU pA ºA³‾±ª‾ (j)1 Ç J ¥ñ{ éMBU /SwA »½B´‾ »§°q‾o¼B ,»§°q‾o¼B éMBU oµ/©½nAj pB¼‾ o½p Z½oíU ³M ,b¬A±U ³M n[½BT‾ ©¼ªíU ³¼oA ³ÄAnA pA ¥LA /Sv¼‾ »§°q‾o¼B:o£ A ° k{BM »½B´‾ »§°q‾o¼0 f(n) o£ A j±{»« ²k¼«B‾ nA±ªµ , f(n)»£k¼`¼Q éMBU %½oíUlg n ºAoM An N±=±« ½A /k®Tvµ nA±ªµ ,SwA k Â 0 Bµ¬C nj ³6 nk ° n lg n , n , lg n éMA±U 23 ÇJ¤BX« Élg n ³Ç6 ©¼T1£ ÂLA /k¼µj ¨B\‾A An nB6 ½A o¢½j éMA±U ºAoM j±{»« ³TwA±i Bª{ pA Bµ½oªU nj /©¼µj»« ¬Bz‾:©½nAj ¨°j Qo{ tBwA oM /SwA »½B´‾ »§°q‾o¼B:³6 j±{»« ³\¼T‾ ¤°A ¥~K 2-4-1 yhM nj ³LUo« |A±i pA Ao½p ,Sv¼‾ nA±ªµ2néMBU 24 ÇJ¤BX« É:©½nAj ½AoMB®M



539 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e 4 ÇJ³¼�� +o£ A /k{BM »§°q‾o¼B »£k¼`¼Q éMBUT(n) ° ,nA±ªµ»£k¼`¼Q éMBU ð½ f(n) éMBU ,c¼dæ nAk>«ð½bÂ 2k¼®6çoK:©¼{BM ³T{Ajb¬A±U ³MnºAoM :S{Aj ©¼µA±i ²B£¬C/k®½C»« Swj³M Bµ¨Aq¦TwA ¼ªµ ,j±{ ²jB1TwA o B½O pA qºB]³M o£ A ,½AoM²°Àî:©½nAj »£k¼`¼Q éMA±U ºAoM k¼®6 çoK 25 ÇJ¤BX« É
:©½nAj ,¤BX« ¬C tBwA oM /SwA Swj nj 8 Ç J ¤BX« »Tz£pBM ° SwA 2 pA »‾A±U n ¬C nj ³6²joÇ6 ¤BªÇî ßA An 4 Ç J ³¼oÇA /SwA »½B´‾ »§°q‾o¼B éMBU ð½T(n) ³6 ©¼µj ¬Bz‾ k½BM ,SwA nA±ªµ lg n ¬±a:©½jn°C Swj³M An o½p ³\¼T‾/SwA »½B´‾ »§°q‾o¼0 T(n) ³�S1o£ ³\¼T‾ ¬A±TM SwAñª« ,SwA »½B´‾ »§°q‾o¼0 lg n + 1 ³�½A ³M ³]±U BMT(n) = lg n + 1©Ç½nAj ,k{BM 2 pA »‾A±U n»TA° ³6 ©¼‾Aj»« .>K Ao½p ,©¼µj ¨B\‾A An nB6 ½A ©¼‾A±U»ª‾ B«A/kµj ¬Bz‾ An 2 ºBµ¬A±U ¼M ñª« nBTKn oµ k‾A±U»«T(n) ,S>¼>e ½A ³M ³]±U BM .>K /SwAT(n) ³Ç6 ©¼µj»Ç« ¬Bz‾ ,SwA 1 À k < n ¬C nj ³6 n Â 2 o½jB>« ¨BªU ºAoM ° Ao>TwA pA ²jB1TwA BM:SwA »§°q‾o¼B:©½nAjn = 2ºAoM :Ao�TwAº³½BQ:©½nAj ½AoMB®M/SwA Swnjm À n ¨BªU ºAoM ©ñe ½A j±{ çoK ³6SwA½A Ao>TwA çoK ³ÄAnA x°n ð½ :Ao�TwAço$B½ oUònqM ²A±h§jc¼dæjkî ð½nk¼®6 çoK /SwA Swnjn + 1ºAoM ³6 ©¼µj»«¬Bz‾ ,¤±ªí« WLX ,uPw:©½nAjk < mo£ A ,m À n ¨BªU ºAoM k¼®6 çoK /k{BM 2 º°Bv«



¨°jSw±¼Q 540:©½nAjk < nºAoM ©½jo6 çoK ,Ao>TwA çoK nj ¬±a :Ao�TwA ¨B£:³6 ©¼µj ¬Bz‾ k½BM:SKo£ ³\¼T‾ ¬A±U»« »TeAn ³M ,k{BM n Â 1o£ A:©½nAj Ao>TwA çoK ³M ³]±U BM ,Am§:©½nAj ,»Tz£pBM pA ²jB1TwA BM/©¼®6»« ³ÄAnA »Tz£pBMk®a ³LUo« ¼¼íU ºAoM An »¦6 x°n ð½ ,¨B\‾Aow5 ÇJ³¼�� +:k®6»« ²jn°CoM An o½p jnA±« ° SwA »§°q‾o¼B ¨B\‾Aow T(n)»£k¼`¼Q éMBU k¼®6 çoKb pA »‾A±U n , n > 1ºAoM:©½nAj ²B£¬C /SwA d Â 0° c > 0 , a > 0³6 k‾A»TMA±Y d ° c , a ° c¼dæ o½jB>« k Â 0° b Â 2¬C nj ³6(5 ÇJ):o½p nAk>« ,»Tz£pBM ©ñe nj o£ A ,½AoM²°Àî:j±{ ½q¢½B] o½p o½jB>« BM/k½C»«Swj³M q BMW °O»®½q¢½B] BM5 ÇJ ³\¼T‾ ²B£¬CSMBÇY An ³¼oÇA Ç½A ©¼‾A±U»« 4 Ç J ³¼oA ¤BªîßA uPw ° ³~hz« ³§jBí« pA ²jB1TwA BM »¦6 »Tz£pBM ¥e BM/SwA ²k«C ³«AjA nj 5 Ç J ³¼oA joMnB6 pA »½Bµ³‾±ª‾ /©¼®6



541 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e:k®6»« ²jn°CoM An o½p jnA±« ° k{BM »½B´‾ »§°q‾ éMBUT(n) k¼®6 çoK 26 ÇJ¤BX« É4 pA »‾A±U n , n > 1ºAoM:©½nAj8 < 42° 5 ÇJ³¼oA ³M ³]±U BM:k®6»« ²jn°CoM An o½p jnA±« ° k{BM »½B´‾ »§°q‾o¼B éMBUT(n) k¼®6çoK 27 ÇJ¤BX« É3 pA »‾A±U n , n > 1ºAoM:©½nAj9 > 31° 5 ÇJ³¼oA ³M ³]±U BM³6SwA o½p ³¼oA pA »æBiS§Be ,éAA°nj /k®6»Koí« oU²jBw ³aoµ An »ª´«³¼oA BU k{ ¬B¼M 5 ÇJ³¼oA/SwAð½ BM oMAoM sSMBY ,¬C nj6 ÇJ³¼�� +:k®6»« ²jn°CoM An o½p jnA±« ° SwA »½B´‾ »§°q‾o¼B éMBUT(n) k¼®6 çoKb pA »‾A±U n , n > 1ºAoMd Â 0° c > 0 , a > 0³6 k‾A»TMA±Y d ° c , a ° k‾Ac¼dæ SMA±Y kÂ 0° bÂ 2 ,SwA b ¬A±U ³M »TMBY s¬C nj ³6/SwA nAoAoM 5 Ç J ³¼oA ³\¼T‾ ,Rn±æ ½A nj /SwA:k®6»« ²jn°CoM An o½p jnA±« ° k{BM »½B´‾ »§°q‾o¼B éMBUT(n) k¼®6 çoK 28 ÇJ¤BX« É2 pA »‾A±U n , n > 64ºAoM:©½nAj 8 = 23° 6 ÇJ³¼oA ³M ³]±U BM
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B½B12RBLYA 5 ÇJ/SwA p̈¿ 1 Ç J ³¼oA RBLYA ºAoM o½p ©§:SwA j±]±« o½p ¢ªµ »Oi »Tz£pBM k¼®6 çoK 1 ÇJ©§ :k{BM ³~hz« ³§jBí« ³z½n r1o£ A/SwA »Tz£pBM ¥e tn = rn1 ²B£¬C:©½nAj ,©¼µj nAoA »Tz£pBM nj An r i1 nAk>« tiºB]³M i = n-k, ... , n ºAoM o£ A :RBLYA

/SwA »Tz£pBM ºAoM »¦e rn1 ,½AoMB®MoÇµ nj SMBÇY ð½ JoÇ= ,»Oi ¢ªµ »Tz£pBM ð½ ºAoM ³6 jo6 ²kµBz« ¬A±U»« »TeAn ³M :1 ÇJ ³¼45RBLYAoÇ£ A ³Ç6 ©½o¼£»Ç« ³\¼TÇ‾ 1 Ç J ©§ ¤BªÇî ßA BÇM /kÇ‾A»Tz£pBÇM ºAoÇM »½Bµ¥Çe²An ,¥Çe²An °j oÇµ N±ª\Ç« ° ¥Çe²An:©½nAj ²B£¬C ,k®{BM ³~hz« ³§jBí« q½BªT« ºBµ³z½n r1, r2, ... , rk»§° ,joÇ6 ©¼ÇµA±hÇ‾ WdÇM B]Ç½A nj ³ao£ /SwA »Tz£pBM ºAoM »¦e ²j±M »µA±h§j SMA±Y ciRÀª] ,¬C nj ³6/k®Tvµ ñª« ¥e B´®U ,Bµ½A jo6 RBLYA ¬A±U»«©¼ªíÇU ,ònqÇM m ³ÇM Q±MoÇ« S§BÇe /SwA 2 BÇM oMAoM m jkíU ,¬C nj ³6 ©½jo6 SMBY An »T§Be :2 ÇJ ³¼45RBLYA:©¼µj»« nAoA /k{BM 2 jkíU ³z½n r1k¼®6 çoK /SwA ºA²jBw
,Am§ /©½n°C»«Swj³M An u(r1) ,©¼µj nAoA »Tz£pBM nj An ir i1 nAk>« tiºB]³M o£ A /SwA �B>T{A ¼§°AqÅ(r) ¬C nj ³6³\¼TÇ‾ ³ÇM ° SwA »Tz£pBÇM ¥Çe ð½ tn = urn1 ³6 ©½o¼¢M ³\¼T‾ ©¼‾A±U»« , u(r1) = 0³6 ©¼µj ¬Bz‾ ©¼‾A±TM o£ A:©½nAj ,S½B´‾nj /©½k¼wn



543 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e¥e r1¬±a /k®Tvµ o1æ °j oµ pÅ(r1) ° p(r1) ³6 ©¼µj ¬Bz‾ k½BM ,SwA u(r1) = 0©¼µj ¬Bz‾ ³6½A ºAoM ,Am§:³6 jnAj j±]° v(r)ð½ ,SwA p(r) ³~hz« ³§jBí« ³M Q±Mo« 2 jkíU:©½nAj ½AoMB®M/SwA SMBY ³¼oA ,³\¼T‾ nj /k®Tvµ o1æ °j oµ pÅ(r1) ° p(r1) ³¼oA °/k‾±{»« ¨B\‾A x°n ¼ªµ ³M q °W ³M Q±Mo« ºBµRBLYA /©½n°C»«Swj³MO ºAoM An RBLYA :4 ÇJ ³¼45RBLYA,jnAj j±Ç]° N1»1®«o¼ÇB c¼dæ jkî ° SMBY c1ð½ ,T(n) û O(f(n)) ©½nAj b ¬A±U ³M »½Bµn ¨BªU ºAoM ¬±a:©½nAjb pA »‾A±U n ° n > N1ºAoM ³6ºn±X³M(6 ÇJ):³6 jnAj j±]° kð½ ,nSLX« c¼dæ jkî oµ ºAoM(7 ÇJ):©½nAj ²B£¬C ,k{BM b Â 2o£ A ,nA±ªµ éMBU jn±« nj ³6 jAj ¬Bz‾ ¬A±U»«c¼dÇæ jkÇî ° c2 SLX« SMBY ð½ ,Am§ /SwA Swnj q¼‾ b > 2 oµ ºAoM ,k{BM Swnj 2 ºAoM Qo{ ½A o£ A ,»®í½:©½nAjn > N2ºAoM ³6 jnAj j±]°N2»1®«o¼B:©½nAj ,k{BM bk Â N2o£ A ,Am§(8 ÇJ):©½nAjm > n > N3ºAoM ,³6 jnAj j±]°N3ð½ ,k‾A»½B´‾ »§°q‾o¼B f(n) °T(n) ¬±a(9 ÇJ):³6 k{BM ònqM ºke ³M r k¼®6 çoK:©½nAj ²B£¬C ,k{BM 7 Ç J º°Bv«B‾ njn BM owB®T« nAk>«k ° n > br o£ A:©½nAjn > brºAoM ,9 Ç J ° 8 Ç J ,7 Ç J ,6 Ç J ºBµ³§jBí«B‾ ³M ³]±U BM ,Am§:³6SwA½A y½B®í«
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Bµ½oªU
JÇ1yhM C:k¼®6 »wnoM An o½p »Tz£pBM R¿jBí« pA ð½ oµ ºAk½k‾B6 ¥e ,Ao>TwA pA ²jB1TwA BM /1(%§A)tn = 3(4n-1) :k½k‾B� ¥e (J)tn = 5n - 3 :k½k‾B� ¥e (Z)tn = ________ :k½k‾B� ¥en(n + 1)2 (j)tn = ________________ :k½k‾B� ¥en(n + 1)(2n + 1)6 (µ)tn = _______ :k½k‾B� ¥en(n + 1) (°)tn = 5(3n-1) - 2n+1 :k½k‾B� ¥e (p)tn = __ nlg 3 - 2n :k½k‾B� ¥e52 (b)tn = n! :k½k‾B� ¥eAn sn = 2(3n-1) k½k‾B� ¥e AoDTwA pA ²jB/TwA BM ° k¼v½±®M 2, 6, 18, 54, ... ³§BL‾j ¨ÔA n ³¦ª]ºAoM »Tz£pBM ³§jBí«ð½ /2/k¼®� »wnoM



545 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e:SwA ²k{}hz« o½p »Tz£pBM BM SwA p̈¿º±‾Bµ ºBµZoM nj ³� (³D¦enºAoMmn) Bµ»½B]³MB] jAkíU /3/SwAmn = 2n - 1 BM oMAoM »Tz£pBM ³§jBí«½A ¥e ³�k¼µj ¬Bz‾ AoDTwA pA ²jB/TwA BMp̈¿ ºBµ³v½BDÇ« jAkíÇU ºAoÇM »Tz£pBÇM ³§jBí«ð½ /k‾Ajo£»«oM An S³½AnC nj j±]±« o~®î ½oUònqM S¼íS±« ,o½p ©T½n±¢§A /4:SwA ³§jBí«½A ¥e tn = n - 1³� k¼µj ¬Bz‾ AoDTwA pA ²jB/TwA BM /(tn) k¼MB¼M o~®î ½oUònqM T:B½ ºAoM

:SwA o½pRn±æ ³M ¿BM c%w»‾A±iAo::o½p »X¦X« jAkîA ¥X« ,k‾j±M k®«³SÀî»wk®µ ºBµ¥ñ{ ³§BL‾j pA ¥æBe[½BT‾ ³M ,©½kS ¬B‾±½ /5/k¼®� »wnoM AoDTwA BM An j±i¥e²An ° k¼‾qMtke An »¦e²An ,k¼v½±®M ³§BL‾j½A nj ¨ÔA n ³¦ª]ºAoM »Tz£pBM ³§jBí«ð½³%D‾ð½ njYi2 pAy¼M»§° ,k®{BM éZBDT« BµYi pAS/] oµ ³�ºn±Z³Mk®�»« ©¼vDU ³¼eB‾ k®a ³M AnºA³d/æ ,Yi n /6BM An ¬C ° k¼‾qM tke An »¦e ,k¼v½±®M Yi n ºAoM Bµ³¼eB‾ jAkíU ºAoM »Tz£pBM ³§jBí«ð½ ?k®®ñ‾ é%S An o¢½kªµ ]oTz«/k¼®� »wnoM AoDTwA:SwA o½p »Tz£pBM ³§jBí«ºAoM »¦e k¼µj ¬Bz‾ /7
Ao]A ³¦Ãv« pA ³‾±ª‾ k®a pA ²jB/TwA BM An ¬C ° k®�»« ³LwBd« An o½p »Tz£pBM nAkD« ³� k¼®� ºpBw²jB¼Q ° k¼v½±®M »ªT½n±¢§A /8:k¼®� »wnoM An ¥e¬C AoDTwA pA ²jB/TwA BM ° k¼‾qMtke»Tz£pBM ½A ºAoM An »¦e ,²k«CSwj³M [½BT‾ pA ²jB/TwA BM /k¼®�
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JÇ2yhM C:k‾o¼£»« nAoS o½p ºBµ²°o£ nj 1 ÇJyhMºBµ³¦Ãv« nj»Tz£pBM R¿jBí« ¨Ak� k¼µj ¬Bz‾ /9»%iR¿jBí« (%§A)¢ªµR¿jBí« (J)SMBYK½Ao" BM »U¿jBí« (Z)/k‾ASMBYK½Ao" BM »%i ³�k¼®� Ak¼Q An 1 Ç JyhM»Tz£pBM R¿jBí« ¨BªU ³M*±Mo« ³~hz«R¿jBí« /1åc * f(n) + d * g(n) ,k®{BM SMBYK½Ao" BM »%i¢ªµ»Tz£pBM ³§jBí«ºAoM »½Bµ¥eg(n) ° f(n) o£ A ³� k¼µj ¬Bz‾ /11/k‾ASMBY d ° c¬C nj ³�SwA ³§jBí« ¬C¥e q¼‾:k¼®� ¥e ³~hz« ³§jBí« pA ²jB/TwA BM An o½p »Tz£pBM R¿jBí« /12(%§A)(J)(Z)(j)/k¼®� ¥«B� An 15 ÇJ¤BX« »Tz£pBM ³§jBí«¥e /13/k¼®� ¥«B� An 16 ÇJ¤BX« »Tz£pBM ³§jBí«¥e /14:k¼®� ¥e ³~hz« ³§jBí« pA ²jB/TwA BM An o½p »Tz£pBM R¿jBí« /15(%§A)(J)
(Z)



547 »Tz£pBM ºBµ©T½n±¢§A ¥¼¦dUºBµjoMnB� BM :»Tz£pBM R¿jBí« ¥e (j)/k¼®� ¥«B� An 17 ÇJ¤BX« »Tz£pBM ³§jBí«¥e /16:k½o¼¢Mo�‾nj An o½p »Tz£pBM ³§jBí« /17
:S{±‾ o½p Rn±æ ³M ¬A±U»« An ¬C ³� k¼µj ¬Bz‾KwB®« ºB] nj q¼a_¼µ)kµj»« ¬Bz‾ An ¾»{ n ©�®«B‾ ºBµy½AnC jAkíU ,¥e½A /k¼®� ¥e An 17 ½oªU »Tz£pBM ³§jBí« /18/(Sv¼‾ j±i:k¼®� ¥e ³~hz« ³§jBí« pA ²jB/TwA BM An o½p »Tz£pBM R¿jBí« /19(%§A)(J)(Z)(j)(µ)

JÇ3yhM C/k¼®� ¥e»®½q¢½B]x°n ³M An 1 ½oªU »Tz£pBM R¿jBí« /2å
JÇ4yhM C:³� k¼µj ¬Bz‾ /21/SwAèd«ºj±íæéMBU f(n) = n3 (%§A)/SwA »½B´‾ »§°q‾o¼0 éMBU g(n) = 2n3 - 6n2 (J)?S/£ ¬A±U»« ³a ,SwAºj±íæo¼0 ° »§°q‾o¼0 , n o½jBD« ¨BªU ºAoM ³� f(n) éMBU jn±« nj /22



¨°jSw±¼Q 548:k®Tvµ nA±ªµ o½p éMA±U k¼µj ¬Bz‾ /23(%§A)(J):k¼®� ¼¼íU An o½p »Tz£pBM R¿jBí« ³LUo« 5 ÇJ ³¼jS pA ²jB/TwA BM /SwA »½B´‾ »§°q‾o¼0T(n) k¼®�ço:S§Be oµ nj /24(%§A)(J)(Z):k¼®� ¼¼íU An o½p »Tz£pBM R¿jBí« ³LUo« 6 Ç J ³¼jS pA ²jB/TwA BM ,SwA »½B´‾ »§°q‾o¼0T(n) jn±« oµ nj ³�½Aço: BM /25(%§A)(J):k½o¼¢Mo�‾nj An o½p »Tz£pBM /26
: g(n) û q(n) ³�»Zo{³MSwA o½p ¥eºAnAj »Tz£pBM ½A , a > cS§Be nj:©¼®�ço: o£ A ³� k¼®�SMBY/S{Aj kµA±i An ¥e¬Bªµ »Tz£pBM ½A


