
 ها و غيره مجموعه                      
  
  
  

  
ها،  اين فصل، نمادگذاري. هاي اين كتاب، با موضوعات رياضيات گسسته سروكار داشتند بسياري از فصل

  .كند ها را به طور كامل مرور مي ها، و درخت ها، توابع، گراف ها، رابطه ها، و خواص اساسي مجموعه تعريف

  اه مجموعه      1-   ب
نويسيم   باشد، ميS عضو مجموعه xاگر شيء .  استعناصر يا اعضا كلكسيوني از اشياي متمايز، به نام، مجموعه

x S∈ و اگر ،x عضو Sنويسيم   نباشد، ميx S∉ .توان مجموعه  به عنوان مثال، ميS را طوري تعريف كرد كه 
نويسيم   است، ميS عضو 2چون  . S = {1, 2, 3}نويسيم  براي اين كار مي.  باشد3، و 2، 1عداد دقيقاً شامل ا

2 S∈ عضو 4 و چون S4نويسيم   نيست، مي S∉ .تواند شامل اعضاي تكرار باشد، و اعضاي آن  مجموعه نمي
اند و  گوييم اين دو مجموعه مساوي  عناصر يكساني داشته باشند، ميB و A اگر دو مجموعه .اند فاقد ترتيب

   . {1 ,2 ,3} = {3 ,2 ,1} = {1 ,3 ,2 ,1}به عنوان مثال  . A = Bنويسيم  مي
  :كنيم هاي متداول ارائه مي هاي خاصي را براي مجموعه نمادگذاري

 . است، يعني فاقد عنصر استمجموعه تهي ، ∅ •
• Z{ … ,2 ,1 ,0 ,1- ,2- , …} است، يعنيه  صحيحمجموعدهنده   نشان.  
• Rاستمجموعه اعداد حقيقيدهنده   نشان . 
• N{ … ,2 ,1 ,0} است، يعني مجموعه اعداد طبيعيدهنده   نشان.   

x باشند، يعني اگر B در Aاگر تمام اعضاي مجموعه  A∈ دلالت كند كه x B∈نويسيم  ي، مA B⊆ گوييم  مي و
A زيرمجموعه Bاگر .  استA B⊆ ولي A B≠گوييم  ، ميA زيرمجموعه محض Bنويسيم   است و ميA B⊂ .

A ، داريم Aبراي هر مجموعه  A⊆ . براي دو مجموعهA و B داريم ، A = B اگر و فقط اگر A B⊆ و 
B A⊆ . براي هر سه مجموعهA ، B و C اگر ، A B⊆ و B C⊆ آنگاه ، A C⊆ . براي هر مجموعهA 
  .⊇∅Aداريم 

توان   ، ميAبا توجه به مجموعه . كنيم هاي ديگر تعريف مي ها را برحسب مجموعه گاهي مجموعه
B A⊆ را با بيان خاصيتي تعريف كرد كه عناصر Bتوان مجموعه اعداد  به عنوان مثال، مي. كند  را متمايز مي

x صحيح است و {x/2صورت صحيح زوج را به  : x∈Z{در اين نمايش، به معناي) :(كولن .  تعريف كرد 
  ).شود  استفاده مي|گاهي از خط عمودي ( است "به طوري كه"

 پيوست
 ب



  341      ها و غيره مجموعه

هاي جديدي را  توان مجموعه  مياي هاي مجموعه عمليات ، با استفاده از B و Aبا توجه به دو مجموعه 
  :تعريف كرد

  : به صورت زير استB و Aهاي   مجموعهاشتراك •
 
  : به صورت زير استB و Aهاي  اجتماع مجموعه •
  
  : به صورت زير استB و Aهاي  تفاضل بين مجموعه •
  

  :كنند هاي مجموعه از قوانين زير پيروي مي عمليات
  :قوانين مجموعه تهي

  
  

  :قوانين هماني
  

  :جايي قوانين جابه
  

  :پذيري قوانين شركت
  

  :پذيري ين توزيعقوان

  )1-ب(

  :قوانين جذب
  

  :قوانين دمورگان

  )2-ب(

اين نمودار، تصوير .  نمايش داده شده استنمودار ون با استفاده از 1 –قانون اول دمورگان در شكل ب 
  .شوند در صفحه نمايش داده ميهايي  ها به صورت ناحيه گرافيكي است كه در آن، مجموعه

به عنوان مثال، .  هستندمجموعه جهاني به نام U  زيرمجموعه يك مجموعه بزرگها، غالباً، تمام مجموعه
 ، مجموعه Zهاي مختلفي را درنظربگيريم كه فقط از اعداد صحيح باشند، مجموعه اعداد صحيح  اگر مجموعه

A را به صورت A ، مكمل مجموعه U با توجه به مجموعه جهاني .جهاني مناسبي است U Q=   . دهيم  مي نشان−
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   به صورت C و A ، Bهاي  هر يك از مجموعه. دهد را نشان مي) 2 –ب (      نمودار ون كه قانون اول دمورگان 1 –شكل ب 
  .                       دايره نشان داده شدند

Aبراي هر مجموعه  U⊆قوانين زير را داريم ،:  
  

  
  

B,Cبراي هر دو مجموعه . ها نوشته شوند توانند با مكمل مي) 2 –ب (ين دمورگان قوان U⊆داريم ،:  
  

  
A اعضاي مشتركي نداشته باشند، يعني اگر B و Aاگر دو مجموعه  B∩ جدا گوييم اين دو مجموعه  ، مي∅=

  : دهد، اگر  را نشان ميS از مجموعه افرازيهاي غيرتهي،   از مجموعه            كلكسيون .  هستند1از هم
i باشند، يعني                و دو به دو جدا از همها  مجموعه • j≠كند كه   دلالت ميi jS S∩   و ∅=
  : است، يعنيSها  اجتماع آن •
  

  . دقيقاً در يك          ظاهر شودSكند كه هر عنصر   را ايجاد ميSفرازي از به عبارت ديگر،    در صورتي ا
عدد . دهيم  نشان مي|S|گويند و با  مجموعه مي) اندازهيا  (2عدد اصليتعداد عناصر در مجموعه را 

 عدد اصلي مجموعه .ها تناظر يك به يك داشته باشند اصلي دو مجموعه در صورتي يكسان است كه عناصر آن
|هي، برابر با ت | 0∅  است، وگرنه متناهيگوييم مجموعه  اگر عدد اصلي مجموعه، عدد طبيعي باشد، مي.  است=

نامتناهي  تناظر يك به يك داشته باشد، Nمجموعه نامتناهي كه بتواند با اعداد طبيعي .  استنامتناهي
 Rپذير هستند، اما اعداد حقيقي   شمارشZمقادير صحيح .  استناپذير شمارش نام دارد، وگرنه 3پذير شمارش
  .ناپذيراند شمارش

  : ، هماني زير را داريمB و Aبراي هر دو مجموعه متناهي 
  )3 –ب (

  :گيريم كه كه از آن نتيجه مي

| جدا از هم باشند، آنگاه B و Aاگر  A B | 0∩ | و در نتيجه = A B | | A | | B |∪ = Aاگر  . + B⊆ آنگاه ،| A | | B |≤.  
_____________________________________________________________ 

1. disjoint          2. cardinality          3. infinite conutable  
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. گويند  ميمجموعه يكه را 1 –مجموعه . نامند  ميn –مجموعه  عنصري را گاهي nمجموعه متناهي 
  .گويند  ميk -زيرمجموعه  عنصر يك مجموعه را گاهي kاي از  زيرمجموعه

دهيم و   نشان ميS2 را با S ، از جمله مجموعه تهي و خود Sهاي  اي از تمام زيرمجموعه مجموعه
2{a,b}به عنوان مثال.  نام داردS 1مجموعه تواني { ,{a},{b},{a,b}}= عدد اصليِ مجموعه توانيِ مجموعه . ∅

  .S|2| ، برابر است با Sمتناهي 
 به b و a دو عنصر 2زوج مرتب. اند  سروكار داريم كه در آن، عناصر مرتبمجموعه گاهي با ساختار شبه

 نمايش داده {a, {a, b}} = (a, b)تواند به طور رسمي به صورت مجموعه  شود و مي  نشان داده مي(a, b)صورت 
A  كه باB و A دو مجموعه ضرب دكارتي حاصل . نيست(b, a) برابر با (a, b)بنابراين، زوج مرتب . شود B× 

 و دومي Aهاي مرتب است كه اولين عنصر جفت، عنصري از  اي از تمام زوج شود، مجموعه نمايش داده مي
  : استBعنصري از 

  
  :به عنوان مثال

  
  :ها برابر است با هاي متناهي باشند، عدد اصلي حاصلضرب دكارتي آن  مجموعهB و Aوقتي 

  )4 –ب (
1هاي  تي مجموعهحاصلضرب دكار 2 nA ,A ,...,Aمجموعه ، nزير است تايي :  

  
  :از است ها متناهي باشند، عدد اصلي آن عبارت كه اگر تمام مجموعه

  
  :دهيم  به صورت زير نشان ميA تايي را روي مجموعه nحاصلضرب دكارتي 

  
n متناهي باشد، عدد اصلي آن برابر است با Aكه اگر  n| A | | A   .دانست nتوان دنباله متناهي به طول   تايي را ميn يك .=|

  1 -هاي بخش ب  تمرين
  .را توصيف كند) 1 –ب (پذيري  نمودارهاي ون را رسم كنيد كه اولين قانون توزيع: 1-1- بتمرين
  :ها اثبات كنيد تعميم قانون دمورگان را به هر كلكسيوني از مجموعه: 2-1- بتمرين

  
  

  : نام دارد3اصل شمول و استثنارا بسط دهيم، كه ) 3 –ب (تعميم معادله : 3-1- بتمرين
  

_____________________________________________________________ 
1. power set          2. ordered pair          3. principle of inclusion and exclusion 
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  .پذيراست اي از اعداد طبيعي فرد، شمارش نشان دهيد كه مجموعه: 4-1- بتمرين
   S|2|يعني، ( عنصر است S|2| داراي S2 ، مجموعه توانيSنشان دهيد كه براي هر مجموعه متناهي : 5-1- بتمرين

  ). وجود داردSزيرمجموعه جدا از هم از                         
  براي اين كار، تعريف تئوري مجموعه را براي زوج مرتب . ها ارائه دهيد  تاييnك تعريف استقرايي براي ي: 6-1- بتمرين

  .     بسط دهيد                  

  ها رابطه      2-   ب
Aاي از ضرب دكارتي  ، زيرمجموعهB و A  روي دو مجموعه R 1رابطه دودويي B×اگر .  استa,b R∈ ، 

aنويسيم  گاهي مي R b .گوييم  وقتي ميR رابطه دودويي روي مجموعه Aكه  است ست، معنايش اين اR 
Aزيرمجموعه  A×در اعداد طبيعي، مجموعه "تر از كوچك"براي مثال، رابطه .  است {(a, b): a, b ∈ N, a < b} 

1هاي   تايي روي مجموعهnرابطه . است 2 nA ,A ,...,A 1، زيرمجموعه 2 nA A ... A× ×   . است×
R دودويي رابطه A A⊆ a است اگر براي هر 2انعكاسي × A∈داشته باشيم a R a . ،به عنوان مثال

a,b است اگر براي تمام متقارن Rرابطه .  نيست”>“ هستند، ولي N رابطه انعكاسي روي ”≥“ و ”=“ A∈ 
  :داشته باشيم

  
a,b,c است كه براي تمام متعدي در صورتي Rرابطه .  نيستند”≥“ و ”>“ متقارن است، ولي ”=“براي مثال،  A∈ 
  :داشته باشيم

  
Rاند، ولي رابطه   متعدي”=“ و ”≥“ ، ”>“هاي  براي مثال، رابطه {(a,b) : a,b ,a b 1}= ∈ = −N نيست، زيرا  

3  R 4 4 و R 53كند كه   دلالت نمي R 5.   
 يك رابطه ”=“به عنوان مثال، .  است3ارزي رابطه هماي كه انعكاسي، متقارن، و متعدي باشد،  رابطه

 باشد، آنگاه براي Aروي مجموعه ارزي   يك رابطه همRاگر .  نيست”>“ارزي روي اعداد طبيعي است، ولي  هم
a A∈ 4ارزي دسته هم a مجموعه ، [a] {b A :a R b}=  . aارز با  اي از تمام عناصر هم  است، يعني، مجموعه∋

R يك عدد صحيح است، و {a + bبراي مثال، اگر  {(a,b):a,b= ∈N آنگاه ،Rارزي است، زيرا   رابطه همa + a 
 زوج باشد a + b، و اگر )متقارن( زوج است b + aكند كه   زوج باشد دلالت ميa + b، اگر )انعكاسي(زوج است 

   برابر است با4ارزي  دسته هم). متعدي( زوج است a + cكند كه   نيز زوج باشد، دلالت ميb + cو 
ارزي  قضيه اساسي كلاس هم . {… ,7 ,5 ,3 ,1} = [3] برابر است با 3ارزي   ، و دسته هم{ … ,6 ,4 ,2 ,0} = [4]
  .به صورت زير است

  )ارزي، شبيه افراز است رابطه هم (1 – قضيه ب
 ، يك Aدهد، و هر افراز   را تشكيل ميA ، افرازي از A روي مجموعه Rارزي  ارزي رابطه هم هاي هم دسته

  .اند ارزي هاي هم ها در اين افراز، دسته كند كه براي آن، مجموعه  را تعيين ميAارزي روي  رابطه هم

_____________________________________________________________ 
1. binary relation          2. reflexive          3. equivalence relation          4. equivalence class  
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هاي دو به دو جدا از هم   ، مجموعهRارزي  هاي هم د نشان دهيم كه دسته براي بخش اول اثبات، باي:اثبات
a انعكاسي است، Rچون .  استAها،  هستند كه اجتماع آن [a]∈اند ارزي غيرتهي هاي هم ، و در نتيجه دسته .

aبراين، چون هر عنصر  علاوه A∈ارزي   به دسته هم[a]ارزي، برابر با  هاي هم  تعلق دارد، اجتماع دستهAاست  .
 [b] و [a]ارزي  ارزي دو به دو جدا از هم هستند، يعني، اگر دو دسته هم هاي هم اكنون بايد نشان دهيم كه دسته

و  ، كه بنا به خواص تقارن b R c و a R cاكنون . اند هاي يكساني  را داشته باشند، آنگاه مجموعهcعضو مشترك 
xبنابراين، براي هر عنصر دلخواه  . a R bتعدي، داريم  [a]∈ داريم ،x  R  aكند كه   دلالت ميx  R  b  و در ،

[a]نتيجه  [b]⊆ .  ،به طور مشابه[b] [a]⊆ و در نتيجه [a] = [b].   
i{Aبراي بخش دوم اثبات، فرض كنيد  }=A افراز Aباشد، و تعريف كنيد :  

i} وجود دارد، به طوري كه i iR {(a,b) : b A ,a A= ∈ ∈  
iaخاصيت انعكاسي برقرار است، زيرا .  استAارزي روي   رابطه همRكنيم كه  ادعا مي A∈كند كه   دلالت مي  
a  R  a . ر است، زيرا، اگر خاصيت تقارن برقراa  R  b آنگاه ، a و b در مجموعه iA قرار دارند، و در نتيجه   
b  R  a .  اگرa  R  b و b  R  c آنگاه هر سه عنصر در يك مجموعه قرار دارند، و در نتيجه ، a  R  c و خاصيت 

كنيد كه   هستند، مشاهده ميRارزي  هاي هم افراز، دستهها در  كه ببينيد مجموعه براي اين. انعكاسي برقرار است
iaاگر  A∈ آنگاه ،x [a]∈كند كه   دلالت ميix A∈ و ix A∈كند كه   دلالت ميx [a]∈. 

  : است اگر1ضد تقارن Aمجموعه  روي Rرابطه دودويي 
  

aست، زيرا ا روي اعداد طبيعي، ضد تقارن ”≥“به عنوان مثال، رابطه  b≤ و b a≤كند كه   دلالت ميa = b . 
يي روي آن اي كه ترتيب جز و مجموعه است، 2مرتب جزيياي كه انعكاسي، ضد تقارن، و متعدي است،  رابطه

اي  مجموعه، ترتيب جزيي روي "فرزندبودن"به عنوان مثال، رابطه .  نام داردمجموعه مرتب جزييشود،  تعريف مي
  ).اگر هر فرد را فرزند خودش بدانيم(از افراد است 

 وجود نداشته باشد به طوري كه a "ماكزيمم"است تنها يك عنصر   ، ممكنAدر مجموعه مرتب جزيي 
bبراي تمام  A∈ داشته باشيم b  R  a . است چندين عنصر ماكزيمم  در عوض، ممكنaكه  وجود داشته باشد 
bبراي هيچ  A∈ كه b a≠ رابطه ،a  R  bهاي  هايي با اندازه براي مثال، در كلكسيوني از جعبه.  برقرار باشد

است چندين جعبه ماكزيمم وجود داشته باشند كه در جعبه ديگري جا نشود، ولي تنها يك جعبه  ، ممكنمختلف
  .3ماكزيمم وجود نداشته باشد كه هر جعبه ديگري در آن قرار گيرد

a,b است كه براي تمام خطي يا ترتيب كلي ، در صورتي A روي مجموعه Rترتيب جزيي  A∈ ،
براي .  با  هم رابطه داشته باشندR بتوانند از طريق A ، يعني هر جفت از عناصر b  R  a يا a  R  bباشيم داشته 

اي از   ، ترتيب كلي در مجموعه"فرزندبودن" ، ترتيب كلي روي اعداد طبيعي است، ولي رابطه ”≥“مثال، رابطه 
  .افراد نيست، زيرا  افرادي وجود دارند كه فرزند ديگري نيستند

_____________________________________________________________ 
1. antisymmetric         2. partial order  

  .شود ، مرتب جزيي باشد، بايد فرض كنيم جعبه در داخل خودش جا مي"جاشدن در داخل"كه رابطه  براي اين .3
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  2 -هاي بخش ب  تمرين
   ، ترتيب جزيي است ولي ترتيب كلي Zهاي   روي تمام زيرمجموعه”⊇“ثابت كنيد رابطه زيرمجموعه : 1-2- بتمرين

  .                       نيست
   ارزي روي اعداد ، رابطه هم" nارزي به پيمانه  هم" ، رابطه nنشان دهيد كه براي هر عدد صحيح مثبت : 2-2- بتمرين

در  ). a ≡ b (mod n)گوييم   ، ميa – b = qn وجود داشته باشد كه qاگر عدد صحيح (صحيح است 
  كند؟ ارزي، اين رابطه، مقادير صحيح را افراز مي هاي هم كدام دسته

  :ها را ارائه دهيد كه هايي از رابطه نمونه: 3-2- بتمرين
  . انعكاسي و متقارن هستند ولي متعدي نيستند.الف
  .كاسي و متعدي هستند ولي متقارن نيستند انع.ب
  . متقارن و متعدي هستند ولي انعكاسي نيستند.پ

Sروي  ارزي  رابطه همRمجموعه متناهي، و  Sفرض كنيد : 4-2- بتمرين S× باشد، نشان دهيد كه اگر Rضد تقارن    
  .ند ، يكه هستR نسبت به Sارزي  هاي هم آنگاه دستهباشد، 

   اثبات. متعدي باشد، آنگاه انعكاسي نيز هست متقارن و Rكند كه اگر رابطه   ادعا ميNarcissusپروفسور : 5-2- بتمرين
بنابراين خاصيت تعدي  . b  R  aكند كه   دلالت ميa  R  bبنا به خاصيت تقارن، . كند زير را ارائه مي

  يد؟گو آيا پروفسور درست مي . a  R  aكند كه  دلالت مي

  توابع     3-   ب
A يك رابطه دودويي روي f تابع ، B و Aبا توجه به دو مجموعه  B× است، به طوري كه براي تمام a A∈ ،

bدقيقاً يك B∈وجود دارد كه (a,b) f∈ . مجموعهA 1دامنه را f و مجموعه B يا برد  2دامنه هم راfگويند  مي .
fنويسيم گاهي مي : A B→و اگر (a,b) f∈نويسيم  ، ميb = f(a) زيرا ، b به طور يكتا توسط انتخاب a تعيين 

  .شود مي
 به دو عنصر Aعنصري از هيچ . دهد  نسبت ميA را به هر عنصر B عنصري از fتابع از نظر شهودي، 

براي .  نسبت داده شودAتواند به دو عنصر مختلف از   ميBشود، اما يك عنصر از   نسبت داده نميBمختلف 
  :مثال، رابطه دودويي زير را درنظربگيريد

  
fاين رابطه، تابع  : {0,1}→N است، زيرا براي هر عدد طبيعي a دقيقاً يك مقدار ، b وجود دارد كه {1 ,0} در   

b = a mod 2 .  ،1براي اين مثال = f(1) 0 و = f(0) 0 ، و = f(2)اكنون رابطه دودويي زير را در نظر .  ، و غيره
  :بگيريد

  
 b ، دقيقاً يك a = 1 قرار دارند، و در نتيجه براي انتخاب g در (5 ,1) و (3 ,1)اين رابطه، يك تابع نيست، زيرا 

(a,b)وجود ندارد كه  g∈باشد .  
fبا توجه به تابع  : A B→ اگر ،b = f(a)گوييم   ، ميa 3آرگومان f و b مقدار f در aتابع را .  است

 تعريف n∈N را براي f(n) = 2nتوان تابع  براي مثال، مي. توان با بيان مقدار هر عنصر دامنه آن تعريف كرد مي
_____________________________________________________________ 
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fكه  است كرد، كه به معناي اين {(n,2n) :n }= ∈N . دو تابعf و gاند كه دامنه و برد يكساني   در صورتي مساوي
   .f(a) = g(a) موجود در دامنه، aداشته باشند، و براي تمام 

 {n – 1 , … ,2 ,1 ,0}ح  مقدار صحيnاي از  تابعي است كه دامنه آن مجموعه ، n به طول 1دنباله متناهي
f: دهيم اغلب، دنباله متناهي را با توجه به مقادير آن نشان مي. است (0),f (1),...,f (n 1)〈 − ، 2دنباله نامتناهي. 〈

) 3-21(براي مثال، دنباله فيبوناچي كه با رابطه بازگشتي .  استNتابعي است كه دامنه آن مجموعه اعداد طبيعي 
〉...,0,1,1,2,3,5,8,13,21ناهييف شد، دنباله نامترتع   . است〈

 را حذف f ، حاصلضرب دكارتي باشد، غالباً پرانتزهاي اضافي اطراف آرگومان fوقتي دامنه تابع 
1براي مثال، اگر داشتيم . كنيم مي 2 nf : A A ... A B× × × 1كه بنويسيم  ، به جاي اين→ 2 nb f ((a ,a ,...,a ))= ،
1نوشتيم  مي 2 nb f (a ,a ,...,a    ،fناميم، گرچه از نظر تكنيكي تنها آرگومان   ميf را نيز آرگومان تابع iaهر . =(

n1 تايي 2 n(a ,a ,...,a   . است(
fاگر  : A B→ يك تابع و b = f(a)گوييم   باشد، آنگاه گاهي ميb 3تصوير a تحت fصوير ت.  است

Aمجموعه  A′   :شود  ، به صورت زير تعريف ميf تحت ⊇
  

fي تابع  براي مثال، بازه.  استf(A)اش، يعني   ، تصوير دامنهf ي بازه : →N N كه توسط f(n) = 2n تعريف 
f داريم n∈N براي {شود، برابر است با  مي ( ) {m:m 2n= =N.  

f براي مثال، تابع. ي آن، برابر با برد آن باشد  است كه بازه4پوشاتابع در صورتي  (n) n / 2= ⎢ ⎥⎣  تابع پوشايي ⎦
 f(n) = 2n برعكس، تابع. شود  به ازاي يك آرگومان ظاهر ميfمقدار   ، به عنوانNزيرا هر عنصر در  است، N به Nاز 

 ، تابع f(n) = 2nتابع .  را توليد كند3تواند مقدار   نميf نيست، زيرا هيچ آرگومان N به Nوشايي از تابع پ
fتابع پوشاي . پوشايي از اعداد طبيعي به اعداد زوج است : A B→ گاهي نگاشت A 5به روي B توصيف 

  .شود مي
fتابع  : A B→ هاي مجزاي   است كه آرگومان6به يك در صورتي يكf ،مقادير مجزايي توليد كنند ، 

aيعني اگر  a′≠ آنگاه ،f (a) f (a  است، زيرا هر N به N ، تابع يك به يك از f(n) = 2nبراي مثال، تابع . ≠′(
fتابع .  استb/2 از حداكثر يك عنصر دامنه، يعني f ، تصوير تحت bعدد زوج  (n) n / 2= ⎢ ⎥⎣  يك به يك ⎦

  .3 و 2: شود  توسط دو آرگومان توليد مي1نيست، زيرا مقدار 
fتابع  : A B→ براي  مثال، تابع .  است كه يك به يك و پوشا باشد7دوسو در صورتيnf (n) ( 1) n / 2= − ⎡ ⎤⎢ ⎥ 

  : استZ به Nتابعي دوسو از 
  

  
  
  

_____________________________________________________________ 
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به اين دليل .  نيستN ، تصوير بيش از يك عنصر از Zاين تابع به اين دليل يك به يك است كه هيچ عنصر 
تابع دوسو را گاهي .  تابع دوسو استبنابراين،.  استN به عنوان تصوير عنصري از Zپوشا است كه هر عنصر 

 به Aتابع دوسو از مجموعه . كند  گويند، زيرا عناصر موجود در دامنه و برد را جفت مي1تناظر يك به يك
  .شود  ناميده مي2جايگشتخودش، گاهي 

1fوقتي تابعي دوسو است، معكوس    :شود  به صورت زير تعريف مي−
  

  :براي مثال، معكوس تابع                              به صورت زير است
  

  

  3 -هاي بخش ب  تمرين
fهاي متناهي باشند، و   مجموعهB و A كنيد فرض: 1-3- بتمرين : A B→نشان دهيد كه.  يك تابع باشد:  

| يك به يك باشد، آنگاه f اگر .الف A | | B |≤.  
| پوشا باشد، آنگاهf اگر .ب A | | B |≥.  

fآيا وقتي كه دامنه و برد تابع : 2-3- بتمرين (x) x 1=    آيا وقتي دامنه و برد آن باشد، دوسو است يا خير؟ N برابر با +
Zاست، دوسو است؟   

  اي يك تابع دوسو است،   به طوري كه اگر رابطه ارائه دهيد،دودويي ي رابطه معكوستعريف طبيعي براي يك : 3-3- بتمرين
  .اي آن، معكوس تابعي آن باشد  معكوس رابطه

 . ارائه دهيد× Z Z به Zيك تابع دوسو از : 4-3- بتمرين

  ها گراف      4-   ب
هايي كه در بعضي متون آمده است، با  تعريف. دار و بدون جهت جهت: دهد اين بخش، دو نوع گراف را ارائه مي

  .كند بينيد فرق مي جا مي آنچه كه در اين
 يك رابطه دودويي Eجموعه متناهي و  مV است كه (V, E) ، زوج G) دياگرافيا  (دار گراف جهت

 G مجموعه يال را Eمجموعه . نامند  ، و عناصرش را رئوس ميG مجموعه رأس را Vمجموعه .  استVروي 
دار روي مجموعه رأس  نمايش تصويري گراف جهت) الف (2 –شكل ب .  نام دارنديالنامند، و عناصر آن  مي

 3ها توجه كنيد كه خودحلقه. ها با پيكان نشان داده شدند دايره و يالدر شكل، رئوس با .  است{6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1}
  .پذير است  امكان- هايي از يك رأس به خودش   يال-

يعني يال، . هاي نامرتب از رئوس است  شامل زوجE ، مجموعه يال G = (V, E) دار گراف جهتدر 
u,v است كه {u, v}مجموعه V∈ و u v≠ .  طبق قرارداد، به جاي نماد{u, v} از نماد (u, v) براي يال استفاده 

ها ممنوع  در گراف بدون جهت، وجود خودحلقه. شوند  يك يال در نظر گرفته مي(v, u) و (u, v)و كنيم،  مي
ش تصويري گراف نماي) ب (2 –شكل ب . است، و در نتيجه هر يال شامل دقيقاً دو رأس جدا از هم است

  . است{6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1}بدون جهت روي مجموعه رأس 
_____________________________________________________________ 
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   و v = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ، كه G = (V, E)دار  گراف جهت) الف. (دار و بدون جهت هاي جهت گراف      2 –شكل ب 

E = {(1, 2), (2, 2), (2, 4), (2, 5), (4, 1), (4, 5), (5, 4), (6, 3)} .  ب. ( خودحلقه است(2 ,2)يال (
 . E = {(1, 2), (1, 5), (2, 5), (3, 6)} و V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ، كه G = (V, E)گراف بدون جهت 

  . است{6 ,3 ,2 ,1} كه ناشي از مجموعه رأس) الف(زيرگراف مربوط به گراف قسمت ) پ. ( جدا شده است4رأس 

ون جهت يكسان هستند، گرچه بعضي از دار و بد هاي جهت بسياري از تعاريف مربوط به گراف
گوييم   باشد، ميG = (V, E)دار   يالي در گراف جهت(u, v)اگر . اصطلاحات در دو گراف، معناي متفاوتي دارند

(u, v) از رأس uشود و به رأس   خارج ميvالف (2 –هاي خروجي در شكل ب  براي مثال، يال. شود  وارد مي (
 يالي در (u, v)اگر  . (2 ,2) و (2 ,1) عبارتنداز 2هاي ورودي رأس  يال . (5 ,2) و  ،(4 ,2) ، (2 ,2)عبارتنداز 

، )ب (2 –در شكل ب .  استv و u منطبق بر رئوس (u, v)گوييم   باشد، ميG = (V, E)گراف بدون جهت 
   .(5 ,2) و (2 ,1) عبارتنداز 2منطبق بر رأس  يها يال

وقتي گراف بدون .  استu رأس همجوار xگوييم رأس  اشد، مي بG = (V, E) يالي در گراف (u, v)اگر 
اگر . دار باشد، رابطه همجواري الزاماً متقارن نيست وقتي گراف جهت. جهت باشد، رابطه همجواري متقارن است

v همجوار uنويسيم  دار باشد، گاهي مي  در گراف جهتu v→ .2 –شكل ب در ) ب(و ) الف(هاي  در قسمت ،
 2 – در شكل ب 2 همجوار رأس 1رأس .  به هر دو گراف تعلق دارد(2 ,1) است، زيرا يال 1 همجوار رأس 2رأس 

  . متعلق به گراف نيست(1 ,2)نيست، زيرا يال ) الف(
. كنند هايي است كه در آن يكديگر را قطع مي  رأس در گراف بدون جهت، برابر با تعداد يال1درجه
 در 4رأسي كه درجه آن صفر است، مثل رأس .  است2داراي درجه ) ب( 2 – در شكل ب 2أس براي مثال، ر

هايي است كه  رأس، برابر با تعداد يالدرجه خروجي دار،  در گراف جهت. 2جدا شده است، )ب (2 –شكل ب 
درجه رأس . ندشو هايي است كه به آن وارد مي  رأس، برابر با تعداد يالدرجه وروديشوند، و  از آن خارج مي
) الف (2 – در شكل ب 2رأس . هاي ورودي و خروجي آن است دار، برابر با مجموع درجه در گراف جهت

  . است5، و درجه 3، درجه خروجي 2داراي درجه ورودي 
0 ، دنباله G = (V, E) در گراف ′u به رأس u از رأس k طول به مسيري 1 2 kv ,v ,v ,..., v〈 رئوس  از 〈

0uاست، به طوري كه  v= و ku v′ i = 1, 2, … , k ، i، و براي = 1 i(v ,v ) E− طول مسير برابر با تعداد .  ∋
0 رئوس شاملمسير . ها در آن مسير است يال 1 kv ,v ,..., v0هاي   و يال 1 1 2 k 1 k(v ,v ),(v ,v ),...,(v ,v  است −(

 از  ′uگوييم   وجود داشته باشد، مي′u به uاگر مسيري از ).  وجود داردu به uهميشه مسيري به طول صفر از (

_____________________________________________________________ 
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u از طريق pسادهسير در صورتي م. نويسيم             دار باشد، گاهي مي  قابل دسترسي است، كه اگر گراف جهت 
〉1,2,5,4، مسير )الف (2 –در شكل ب . است كه تمام رئوس موجود در مسير، جدا از هم باشند  مسير 〈

〉2,5,4,5مسير .  است3اي به طول  ساده   . ساده نيست〈
0 از مسير 1زيرمسيري 1 kp v ,v ,..., v= 〈 يعني، براي هر . اي از رئوس آن است ي پيوسته  زيردنباله〈

0 i j k≤ ≤ iاي از رئوس   ، زيردنباله≥ i 1 jv ,v ,..., v+〈   . استp زيرمسيري از 〈
0دار، مسير در گراف جهت 1 kv ,v ,..., v〈 0كند اگر   ايجاد مي2دور يك 〈 kv v= و مسير حداقل شامل 

1دور در صورتي ساده است كه. باشدال يك ي 2 kv ,v ,..., vاست1خودحلقه، دوري به طول .  جدا از هم باشند  .
0دو مسير  1 2 k 1 0v ,v ,v ,..., v ,v−〈 0 و 〈 1 2 k 1 0v ,v ,v ,..., v ,v−′ ′ ′ ′ ′〈  j در صورتي دور يكسان هستند كه مقدار صحيح 〈

i داشته باشيم i = 0, 1, … , k – 1وجود داشته باشد كه براي  (i j)mod kv v +′ ، مسير )الف (2 –در شكل ب  . =
1,2,4,1〈 〉2,4,1,2 دوري يكسان با مسيرهاي 〈 〉4,1,2,4 و 〈 اين دور، ساده است، ولي دور . كند  ايجاد مي〈

1,2,4,5,4,1〈 〉2,2دور .  ساده نيست〈 دار  گراف جهت. شود، خودحلقه است  ايجاد مي(2 ,2) كه توسط يال 〈
0مسير در گراف بدون جهت، . بدون خودحلقه، ساده است 1 kv ,v ,..., v〈  را ايجاد )اي ساده(دور  ، در صورتي 〈

kكند كه  مي 3≥ ،0 kv v= 1 ، و 2 kv ,v ,..., vمسير ) ب (2 –براي مثال، در شكل ب .  جدا از هم باشند
1,2,5,1〈   .نامند  مي3گراف بدون دورگراف فاقد دور را .  يك دور است〈

. است اگر هر جفت رأس توسط مسيري به هم متصل باشند) همبند (4متصلگراف بدون جهت، 
 2 –گراف شكل ب .  است"قابل دسترس از"ي  ارزي رئوس تحت رابطه هاي هم  گراف، دسته5هاي متصل همولف

 قابل {5 ,2 ,1} از هر رأس در {5 ,2 ,1}هر رأس در  . {4} و {6 ,3} ، {5 ,2 ,1}: سه مولفه متصل دارد) ب(
اشته باشد، يعني، اگر هر گراف بدون جهت در صورتي متصل است كه دقيقاً يك مولفه متصل د.  استسيدستر

  .رأس از رأس ديگر قابل دسترس باشد
.  است كه هر دو رأس از يكديگر قابل دسترس باشند)همبند قوي (6متصل قويدار در صورتي  گراف جهت

گراف .  هستند"متقابلاً قابل دسترس"ي  ارزي رئوس تحت رابطه هاي هم دار، دسته  در گراف جهتهاي متصل قوي مولفه
) الف (2 –گراف شكل ب . ر در صورتي متصل قوي است كه فقط يك مولفه متصل قوي داشته باشددا جهت

 متقابلاً قابل {5 ,4 ,2 ,1}هاي رئوس در  تمام جفت . {6} و {3} ، {5 ,4 ,2 ,1}: سه مولفه متصل قوي دارد
  . قابل دسترس نيست 3 از رأس 6دهند، زيرا رأس   تشكيل مولفه متصل را نمي{6 ,3}رئوس . دسترس هستند

G و G = (V, E)دو گراف  (V ,E )′ ′ f هستند كه تابع دوسوي 7شكل  در صورتي هم=′ : V V′→ وجود 
(u,v)داشته باشد، به طوري كه  E∈ اگر و فقط اگر (f (u),f (v)) E′∈ . ئوس توان ر به عبارت ديگر، ميG را تغيير 

جفتي از ) الف (3 –شكل ب .  حفظ گردند′G و Gهاي متناظر در   محسوب شوند و يال′Gبرچسب داد تا رئوس 
V و V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}رأس هاي   را همراه با مجموعه′G و Gشكل  هاي هم گراف {u,v,w,x, y,z}′  نشان =
 f(6) = z و f(1) = u ، f(2) = v ، f(3) = w ، f(4) = x ، f(5) = y كه توسط ′V به Vنگاشت از . دهد مي

گرچه هر دو . شكل نيستند هم) ب (3 –ر شكل ب ها د گراف. شود، تابع دوسوي موردنظر است مشخص مي
  . است ولي گراف پاييني فاقد آن است4 يال دارند، گراف بالايي داراي رأسي با درجه 7 رأس و 5گراف 

_____________________________________________________________ 
1. subpath          2. cycle          3. acyclic          4. connected          5. connected components 
6. strongly connected          7. isomorphic  
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  f(1) = u ، f(2) = v ، f(3) = w ، f(4) = x ، f(5) = yرئوس گراف بالايي توسط . شكل دو گراف هم) الف (     3 –شكل ب 

شكل نيستند، زيرا گراف بالايي داراي  دو گراف كه هم) ب. (شوند  به گراف پاييني نگاشت ميf(6) = zو 
  . و گراف پاييني فاقد آن است4رأسي با درجه 

Vاگر  V′ E و ⊇ E′ Gگوييم  ، مي⊇ (V ,E )′ ′ با توجه به مجموعه .  استG = (V, E) 1زيرگراف =′
V V′ Gشود، گراف   حاصل مي′V كه از G، زيرگراف ⊇ (V ,E )′ ′   : است، كه در آن داريم=′

  
و شود  ظاهر مي) پ (2 –، در شكل ب )الف (2 – در شكل ب {6 ,3 ,2 ,1}زيرگراف حاصل از مجموعه رأس 

  . است{(3 ,6) ,(2 ,2) ,(2 ,1)}داراي مجموعه يال 
Gدار   ، گراف جهتG دار ي جهت نسخه ، G = (V, E)با توجه به گراف بدون جهت  (V,E )′  است =′

(u,v)كه  E′∈ اگر و فقط اگر (u,v) E∈ . يعني، هر يال بدون جهت(u, v)در  Gدار  ي جهت  ، در نسخه
ي  نسخه ، G = (V, E)دار  با توجه به گراف جهت. شود  جايگزين مي(v, u) و (u, v)دار  توسط دو يال جهت

G ، گراف بدون جهت G بدون جهت (V,E )′ (u,v) است، كه =′ E′∈  اگر و فقط اگرu v≠ و (u,v) E∈ .
 .ها نيز از بين رفتند ها حذف شد و خودحلقه  است كه جهت آنGهاي  ي بدون جهت شامل يال يعني، نسخه

دار فقط  ي بدون جهت گراف جهت  يال يكساني در گراف بدون جهت هستند، در نسخه(v, u) و (u, v)چون (
 دار در گراف جهت).  باشد(v, u) و (u, v)ل هر دو يال دار شام شوند، حتي اگر گراف جهت يك بار ظاهر مي

G = (V, E) ، رأس 2همسايه uي بدون جهت   ، هر رأسي است كه در نسخهG3 همجوار uيعني، .  استv در 
u است كه uصورتي همسايه  v≠ و (u,v) E∈ يا (v,u) E∈ .گراف بدون جهت، در u و v در صورتي 

  .همسايه هستند كه همجوار باشند
، گراف بدون جهتي است كه در آن هر جفت 4گراف كامل. هايي با اسامي خاص وجود دارند گراف

 1Vتواند به دو مجموعه   ميV، گراف بدون جهتي است كه در آن 5گراف دو بخشي. رأس، همجوار هستند
(u,v) افراز شود به طوري كه 2Vو  E∈1كند كه يا   دلالت ميu V∈ 2 وv V∈ 2 ياu V∈ 1 وv V∈است . 

 است و گراف جنگلگراف بدون جهت بدون دور، يك . اند  واقع2V و 1Vهاي  ها بين مجموعه يعني تمام يال
_____________________________________________________________ 

1. subgraph          2. neighbor          3. adjacent          4. complete graph          5. bipartite graph  
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معمولاً از حروف اول گراف بدون جهت بدون دور استفاده .  است1درخت آزادبدون جهت بدون دور متصل، 
  .ناميم  ميdagكرده آن را يك 

، شبيه گراف بدون جهت است، ولي 2گراف چندگانه.  خواهيد داشتبا دو نوع گراف بيشتر برخورد
 شبيه گراف بدون 3ابَرگراف. تواند چندين يال وجود داشته باشد ها مي تواند شامل خودحلقه باشد و بين رأس مي

كه دو رأس را به هم متصل كند، زيرمجموعه دلخواهي از رئوس را   به جاي اين4جهت است، ولي هر اَبريال
توانند براي  دار و بدون جهت نوشته شدند، مي هاي جهت هايي كه براي گراف بسياري از الگوريتم. كند صل ميمت

  . گراف استفاده شوند اين ساختارهاي شبه
G ، گراف e = (u, v) توسط يال G = (V, E) گراف بدون جهت 5انقباض (V ,E )′ ′  است كه =′

V V {u,v} {x}′ = −  از آن (u, v)شود كه يال   تشكيل ميE از ′Eهاي مجموعه يال.  رأس جديدي استxو  ∪
 بودند، E كه در (v, w) و (u, w)هاي   است، هر كدام از يالv يا u كه منطبق بر wحذف شد، و براي هر رأس 

  . اضافه شده است(x, w)حذف شدند و يال جديد 

  4 -ب هاي بخش  تمرين
   دهند، و هر پروفسور به ياد براي احوالپرسي از يكديگر، دست تكان مي ،حاضرين در يك مهماني دانشكده: 1-4- بتمرين

دفعاتي كه هر پروفسور در انتهاي مهماني، رييس اداره تعداد . تكاني كرده است دارد كه چند بار دست
: ، نشان دهيد كه نتيجه زوج استتكاني  دستلمِبا اثبات . كند دست خود را تكان داده است، جمع مي

  : ، داريمG = (V, E)اگر 
  

    باشد، آنگاه شاملv و uدار يا بدون جهت شامل مسيري بين دو رأس  اگر گراف جهتنشان دهيد كه : 2-4- بتمرين
ده دار شامل دور باشد، آنگاه شامل دور سا نشان دهيد كه اگر گراف جهت.  استv و uاي بين  مسير ساده

  .است
| رابطه G = (V, E)نشان دهيد كه در هر گراف متصل و بدون جهت : 3-4- بتمرين E | | V | 1≥   . برقرار است−
  .  استارزي روي رئوس گراف ي هم ، رابطه"قابل دسترس از"ي  وارسي كنيد كه در گراف بدون جهت، رابطه: 4-4- بتمرين

دار  جهت روي گراف "قابل دسترس از"رزي، در حالت كلي براي رابطه ا ي هم كدام يك از سه خاصيت رابطه
  برقرار است؟

   در دار گراف بدون جهت جهتي  چيست؟ نسخه) الف (2 –دار در شكل ب  ي بدون جهت گراف جهت نسخه: 5-4- بتمرين
  چيست؟) ب (2 –شكل ب 

  تواند   دوبخشي مجاز باشد، نشان دهيد كه اَبرگراف مياگر انطباق در اَبرگراف متناظر با همجواري در گراف: 6-4- بتمرين
 فرض كنيد يك مجموعه از رئوس در گراف دوبخشي :راهنمايي(توسط گراف دوبخشي نمايش داده شود 

  .)استها  متناظر با رئوس اَبرگراف است، و فرض كنيد مجموعه ديگري از رئوس گراف دوبخشي، متناظر با ابَريال

  ها  تدرخ      5-   ب
ها   چگونگي نمايش درخت22- 1 و 10-4هاي  بخش. كنيم ها را بحث مي در اين بخش، انواع مختلفي از درخت

  .دهند را در حافظه كامپيوتر نشان مي
_____________________________________________________________ 

1. free tree          2. multigraph          3. hypergraph          4. hyperedge          5. contraction  
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  .گرافي كه شامل يك دور است، بنابراين نه درخت و نه جنگل است) پ. (جنگل) ب. (درخت آزاد) الف      (4 –شكل ب 

  هاي آزاد درخت      1-5 –ب 
وقتي . ،  گراف بدون جهت و بدون دور متصل استدرخت آزاد بحث شد، 4 –طور كه در بخش ب  همان
اگر گراف بدون جهت، بدون دور . كنيم نظر مي  صرف"آزاد"ي  گوييم كه گراف يك درخت است، از واژه مي

. كنند ميهاي مربوط به درخت، براي جنگل كار  بسياري از الگوريتم . استجنگلباشد، ولي احتمالاً منفصل باشد، يك 
، 4 –جنگل در شكل ب . دهد يك جنگل را نشان مي) ب (4 –يك درخت آزاد و شكل ب ) الف (4- شكل ب 

نه درخت و نه جنگل است، زيرا شامل دور ) پ (4 –گراف شكل ب . درخت نيست زيرا شامل دور است
  .است

  .كند خت بيان ميقضيه زير بسياري از حقايق را درباره در
  )هاي آزاد خواص درخت (2 –قضيه ب 

  :اند هاي زير، معادل ه گزار.  گراف بدون جهت باشدG = (V, E)فرض كنيد 
1. Gدرخت آزاد است . 
 .اند ي يكتايي به هم متصل  توسط مسير سادهGهر دو رأس در  .2
3. G متصل است، اما اگر هر يالي از Eحذف شود، گراف حاصل، منفصل است . 
4. Gل است، و  متص|E| = |V| - 1.  
5. G بدون دور است، و |E| = |V| - 1.  
6. G بدون دور است، و اگر يالي به E اضافه شود، گراف حاصل، شامل دور است.  

(1) :اثبات . اند متصل حداقل توسط يك مسير ساده به هم Gچون درخت، متصل است، هر دو رأس در : ⇒(2)
فرض ). 5 –شكل ب (اند   به هم متصل2p و 1pسي باشند كه توسط دو مسير مجزاي  رئوv و uفرض كنيد 

 باشد كه 2p و هم 1p اولين رأس هم در wشوند؛ يعني،  در آن، مسيرها اول واگرا ميكه  رأسي باشد wكنيد 
x است كه y برابر با 2p و جانشين آن در xبرابر با  1pجانشين آن در  y≠ . فرض كنيدz اولين رأسي باشد 

.  نيز قرار دارد2p است كه روي 1p روي w اولين رأس از zشوند، يعني،  كه در آن، مسيرها دوبار همگرا مي
.  باشدz به y به w از 2p زيرمسيري از ′′p باشد، و فرض كنيد z به x به w از 1p زيرمسيري از ′pفرض كنيد
 و ′p بنابراين، مسير حاصل از الحاق . در هيچ رأسي به جز نقاط انتهايي، مشترك نيستند′′p و ′pمسيرهاي 
 درخت باشد، Gبنابراين، اگر .  تناقض داردGن بود اين نكته، با فرض درخت.  ، يك دور است′′pمعكوس 

  .تواند بين دو رأس باشد حداكثر يك مسير ساده مي
  



  پيوست ب    354

  
  
  
  
  
  

   مسير  توسطGهر دو رأس در ) 2( درخت آزاد باشد، آنگاه، G) 1(اگر : 2 –اي از اثبات قضيه ب  مرحله       5-شكل ب 
ي مجزاي   توسط دو مسير سادهv و uرئوس براي تناقض فرض كنيد كه . شوند اي به هم متصل مي ساده

1p 2 وpاين مسيرها ابتدا در رأس . اند  به هم متصلwشوند و سپس ابتدا در رأس   واگرا ميz دوباره همگرا 
  .شود كند، كه منجر به تناقض مي  الحاق شد، دوري را ايجاد مي′′p كه با معكوس مسير ′pمسير . شوند مي

(2)  متصل Gي يكتايي به هم متصل شوند، آنگاه   توسط مسير سادهGاگر هر دو رأس در : ⇒(3)
 به u مسير يكتايي از  است و در نتيجه بايدv به uاين يال، مسيري از .  باشدE يالي در (u, v)فرض كنيد . است

vاگر .  باشد(u, v) را از G  حذف كنيم، مسيري ازu به v شدن  منفصل وجود ندارد، و در نتيجه، حذف آن موجب
Gشود  مي.  

(3) | ، داريم 3-4 – متصل است و بنا به تمرين بGبنا به فرض، گراف : ⇒(4) E | | V | 1≥ با . −
| اثبات خواهيم كرد استقرا، E | | V | 1≤ فرض .  يال استn – 1 رأس، داراي n = 2 يا n = 1گراف متصل با . −
n داراي Gكنيد  ي  كنند، رابطه  رأس برآورده ميnرا با كمتر از ) 3(هايي كه   رأس است و تمام گراف≤3

| E | | V | 1≤ k ، گراف را به Gحذف يال دلخواهي از . كنند ز برآورده مي را ني− كند   مولفه متصل تقسيم مي≤2
بنابراين، بنا به . كرد را برآورده نمي) 3( حالت Gكند، وگرنه  برآورده ميرا ) 3(هر مولفه، ). k = 2در واقع، (

|از  تاس ها عبارت ها در تمام مولفه استقرا، تعداد يال V | k | V | 2− ≤ شده، خواهيم  كردن يال حذف با اضافه . −
|داشت  E | | V | 1≤ −.  

(4) .  بدون چرخه استGبايد نشان دهيم كه  . E| = |V| - 1| متصل است و Gفرض كنيد : ⇒(5)
1 رأس k داراي دوري با Gفرض كنيد  2 kv ,v ,..., v است، و بدون از دست دادن كليّت فرض كنيد كه اين دور
kفرض كنيد . ساده است k kG (V ,E توجه كنيد كه .  باشد كه شامل اين دور استG زيرگرافي از =(

k k| V | | E | k= kاگر . = | V k، بايد رأس >| 1 kv V V+ ∈ iوجود داشته باشد كه همجوار رأس  − kv V∈ ،است 
kفرض كنيد .  متصل استGزيرا  1 k 1 k 1G (V ,E )+ + k باشد، به طوري كه G زيرگراف =+ 1 k k 1V V {v }+ +=  و ∪

k 1 k i k 1E E {(v ,v )}+ += kتوجه كنيد كه . ∪ 1 k 1| V | | E | k 1+ += = توانيم ادامه دهيم و   ، مي|k + 1 < |Vاگر . +
k 2G nكه   را به همين روش تعريف كنيم، و غيره، تا اين+ n nG (V ,E  ، |n = |V را به دست آوريم، كه =(

nV V= و n n| E | | V | | V |= nE است، داريم Gراف  زيرگnGچون . = E⊆ و در نتيجه ،| E | | V ، كه با ≤|
  . بدون دور استG بنابراين، . تناقض داردE| = |V| - 1|فرض 

(5)  Gهاي متصل   تعداد مولفهkفرض كنيد  . E| = |V| - 1| بدون دور است و Gفرض كنيد : ⇒(6)
مجموع تمام كند،  مي) 5(دلالت بر ) 1(هر مولفه متصل، بنا به تعريف يك درخت آزاد است، و چون . است
 يك درخت G ، و k = 1در نتيجه، بايد داشته باشيم  . V| - k| برابر است با Gهاي متصل  ها در تمام مولفه يال

بنابراين، . اند ي يكتايي به هم متصل  توسط مسير سادهGكند، هر دو رأس در  دلالت مي) 2(بر ) 1(چون . است
  . ، دوري را ايجاد خواهد كردGكردن هر يال به  اضافه
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  : درخت به روش استاندارد رسم شده است. 4دار با ارتفاع  درخت ريشه) الف. (دار و مرتب هاي ريشه       درخت6 –شكل ب 
هايي با  گره(ها   زير آن قرار دارند، فرزندان آندر) 1هايي با عمق  گره(در بالا و فرزندان ) 7(گره ريشه 

اگر درخت مرتب باشد، ترتيب نسبي چپ به راست فرزندان مهم است، . ها قرار دارند، و غيره در زير آن) 2عمق 
) الف(دار، اين درخت  مانند درخت در قسمت  به عنوان درخت ريشه. دار ديگر درخت ريشه) ب. (وگرنه مهم نيست

  .شود  به ترتيب متفاوتي ظاهر مي3 عنوان درخت مرتب، متفاوت از آن است، زيرا فرزندان گره است، ولي به
(6) . گردد  اضافه شود، دوري ايجاد ميE بدون دور است، ولي اگر هر يالي به Gفرض كنيد  : ⇒(1)

 قبلاً همجوار v و uاگر .  باشندG رئوس دلخواهي در v و uفرض كنيد .  متصل استGبايد  نشان دهيم كه 
.  تعلق دارندG به (u, v)ها به جز  كند كه در آن تمام يال  ، دوري را ايجاد مي(u, v)كردن يال  نبودند، اضافه

  . متصل استGشده بودند،   به طور دلخواه انتخابv و u وجود دارد، و چون v به uبنابراين، مسيري از 

  ر و مرتبدا هاي ريشه درخت      2-5 -ب
معمولاً .  نام داردريشه، درخت آزادي است كه در آن يكي از رئوس، از بقيه متمايز است و 1دار درخت ريشه

 12اي از  دار را روي مجموعه درخت ريشه) الف (6 –شكل ب . ناميم  درخت ميگرهدار را  رأس درخت ريشه
  .دهد  نشان مي7گره با ريشه 
 x 2جدx ،  به r روي مسير يكتايي از yهر گره .  درنظربگيريدr ريشه  باTدار   را در درخت ريشهxگره 

x و x جد yاگر ). هر گره، جد و نسل خودش است( است y 3نسل x باشد، آنگاه x جدy اگر . نام دارد y≠ ، 
y جد محض x و x  نسل محضyزيردرختي با ريشه .  استxل  ، درختي است كه توسط نسxي   با ريشهx به 

  .است 9 و 5، 6، 8هاي  ، شامل گره)الف (6 – در شكل ب 8به عنوان مثال، زيردرختي با ريشه . دست آمده است
 فرزند x ، و x والد y باشد، آنگاه (y, x) ، برابر با x به گره T درخت rاگر يال آخر در مسيري از ريشه 

yريشه در .  استTگره .  هستندهمزاداگر دو گره، والد يكساني داشته باشند، . د ندارداي است كه وال  ، تنها گره
  .گويند  ميگره داخليگره غير برگ را .  نام داردبرگ يا گره خارجيفاقد فرزند، 

 5عمق ، x به گره rطول مسير از ريشه . 4 آن نام دارددرجه ، Tدار   در درخت ريشهxتعداد فرزندان گره 
x در Tترين مسير ساده از آن گره به برگ است، و ارتفاع  ها در طويل گره در درخت، تعداد يال ارتفاع . نام دارد

  .ترين عمق هر گره در درخت است ارتفاع درخت، برابر با بزرگ. درخت، برابر با ارتفاع ريشه است
_____________________________________________________________ 

1. rooted tree          2. ancestor          3. descendant  
درجه رأس در درخت آزاد، همانند هر گراف بدون . دار يا درخت آزاد باشد  ريشهTدرجه گره بستگي به اين دارد كه توجه كنيد كه  .4

 .والد گره فاقد درجه است. دار، درجه برابر با تعداد فرزندان است در درخت ريشه. داد رئوس همجوار استجهت، برابر با تع
5. depth 
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  زند چپ گره در زير گره و فر. درخت دودويي كه به روش استاندارد رسم شد) الف. (هاي دودويي درخت      7 –شكل ب 
درخت دودويي ) ب. (فرزند راست در زير گره و در سمت راست آن رسم شد. در سمت چپ آن رسم شد

 7، فرزند چپ گره )ب(در .  است، و فرزند راست ندارد5، برابر 7، فرزند چپ گره )الف(در ). الف(متفاوت از 
هاي مرتب، اين دو درخت يكسان هستند، اما به  به عنوان درخت.  است5وجود ندارد و فرزند راست آن 

هاي داخلي مربوط به  توسط گره) الف(درخت دودويي در ) پ. (اند هاي دودويي، متفاوت عنوان درخت
.  است2درخت مرتبي كه در آن هر گره داخلي داراي درجه :  نشان داده شده است1درخت دودويي پر

  .اده شدندها در اين درخت، به صورت مربع نشان د برگ

 فرزند kاي  يعني، اگر گره. اند داري است كه در آن، فرزندان هر گره مرتب ، درخت ريشهدرخت مرتب
، وقتي مرتب در 6 –دو درخت در شكل ب .  اُم وجود دارندkو فرزند ... دارد، آنگاه فرزند اول، فرزند دوم، 

  .شوند، يكسان هستند  نظر گرفته ميدار در اند، اما وقتي فقط درخت ريشه نظر گرفته شدند، متفاوت
  )موضعي(هاي دودويي و مكاني        درخت3-5-ب

 ، ساختاري است كه روي مجموعه Tدرخت دودويي . شوند هاي دودويي به طور بازگشتي تعريف مي درخت
  :شود، به طوري كه متناهي تعريف مي

 ، يا )فاقد گره است(خالي است  •
، و درخت دودويي به زيردرخت چپ گره ريشه، درخت دودويي به نام :هاي مجزا است اي از گره مجموعه •

  .زيردرخت راستنام 
. شود  نشان داده ميNILو گاهي با   نام دارددرخت خالي يا درخت تهيدرخت دودويي كه فاقد گره است، 

ت به طور مشابه، ريشه زيردرخ. اگر زيردرخت چپ خالي نباشد، ريشه آن فرزند چپ ريشه كل درخت است
. گوييم فرزند وجود ندارد اگر زيردرختي تهي باشد، مي. راستِ غيرتهي، فرزند راست ريشه كل درخت نام دارد

  .دهد يك درخت دودويي را نشان مي) الف (7 –شكل ب 
در براي مثال، .  است2درخت دودويي، فقط درخت مرتبي نيست كه در آن، حداكثر درجه هر گره 

 مهم – چه فرزند چپ باشد و چه فرزند راست –ط يك فرزند داشته باشد، مكان فرزند فقاي  درخت دودويي، اگر گره
يك ) ب (7 –شكل ب . در درخت مرتب، مهم نيست كه فرزند خاصي، فرزند چپ يا راست باشد. است

است، زيرا مكان يك گره فرق ) الف (7 –دهد كه متفاوت از درخت شكل ب  درخت دودويي را نشان مي
  .هاي مرتب، اين دو درخت يكسان هستند عنوان درختبه . كند مي

_____________________________________________________________ 
1. full binary tree 
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  . گره داخلي7 برگ و 8 با 3      درخت دودويي كامل به ارتفاع 8 -شكل ب 

هاي داخلي درخت مرتب  تواند توسط گره ها در درخت دودويي، مي اطلاعات مربوط به مكان گره
ايگزيني هر فرزند غايب در درخت دودويي با ايده، ج. آمده است) پ (7 –نمايش داده شود، كه در شكل ب 

درخت درخت حاصل، . هاي برگ، در شكل به صورت مربع نشان داده شدند اين گره. گره فاقد فرزند است
در نتيجه، ترتيب .  وجود ندارد1اي با درجه  گره.  دارد2هر گره، يا برگ است يا دقيقاً درجه :  استدودويي پر

  .دارد ها را نگه مي وط به مكان گرهفرزندان گره، اطلاعات مرب
تواند به  كند، مي هاي مرتب متمايز مي هاي دودويي را از درخت ها كه درخت اطلاعات مربوط به مكان گره

، فرزندان يك گره، با اعداد )موضعي (1درخت مكانيدر .  فرزند در هر گره بسط داده شود2هايي با بيش از  درخت
 مشخص نشده باشد، به معناي i اگر هيچ فرزندي با برچسب عدد صحيح .شوند يگذاري م صحيح متفاوتي برچسب

، يك درخت مكاني است كه در آن براي هر گره، تمام  تاييkدرخت .  امُ گره وجود نداردiكه فرزند  است اين
  . استk = 2 تايي با kبنابراين، درخت دودويي، درخت .  ، وجود ندارندkتر از  هاي بزرگ فرزندان با برچسب
ها عمق يكساني دارند و تمام   تايي است كه در آن تمام برگk، يك درخت 2 تايي كاملkدرخت 

  درخت . دهد  را نشان مي3 يك درخت دودويي كامل با ارتفاع 8 –شكل ب .  دارندkهاي داخلي درجه  گره
k تايي كامل به ارتفاع h چند برگ دارد؟ ريشه داراي ، k ه هر كدام  است، ك1 فرزند در عمقk 2 فرزند در عمق 

رگ، ب n تايي كامل با kدر نتيجه، ارتفاع درخت .  استhk ، برابر با hها در عمق  بنابراين، تعداد برگ. دارند، و غيره
klgبرابر با  nهاي داخلي درخت  تعداد گره.  استk تايي كامل با ارتفاع h ، بابرابر است ) 5 –الف (نا به معادله ب:  

  
  
  
  

h2بنابراين، درخت دودويي كامل داراي    . گره داخلي است−1

  5 -هاي بخش ب  تمرين
    ،Aهاي  دار با گره هاي ريشه تمام درخت.  را رسم كنيدC و A ، B رأس 3هاي آزاد مركب از  تمام درخت: 1-5- بتمرين

B و C كه Aهاي  هاي مرتب با گره تمام درخت.  ريشه باشد را رسم كنيدA ، B ، C با ريشه A را رسم 
  . را رسم كنيدA، با ريشه A ، B ،  Cهاي  هاي دودويي با گره تمام درخت. كنيد

_____________________________________________________________ 
1. positional tree          2. complete k-ary tree  
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0vداري باشد كه در آن رأس  گراف بدون دور جهت G = (V, E)فرض كنيد : 2-5- بتمرين V∈ وجود دارد كه مسير   
v به هر رأس 0vيكتايي از  V∈ي بدون جهت  ثابت كنيد نسخه.  وجود داردGيك درخت است ، .  

   تعداد  در هر درخت دودويي غيرتهي، يكي كمتر از2هايي با درجه  گرهبا استقرا نشان دهيد كه تعداد : 3-5- بتمرين
  .ها است رگب

lg گره، داراي حداقل ارتفاع nبا استقرا نشان دهيد كه درخت دودويي غيرخالي با : 4-5- بتمرين n⎢ ⎥⎣   . است⎦
  طول ،  به طور مشابه.گره داخلي است مجموع ارتفاع هردرخت دودويي كامل، برابر با  طول مسير داخلي: 5-5- بتمرين

 گره nيك درخت دودويي كامل با . هاي برگ است جموع ارتفاع تمام گره برابر با ممسير خارجي
   .e = i + 2nثابت كنيد .  را درنظربگيريدe ، و طول مسير خارجي iداخلي، طول مسير داخلي 

dw(x)فرض كنيد وزن : 6-5- بتمرين   ثابت كنيد .  درنظربگيريمT در درخت دودويي d را براي هر برگ به عمق =−2
x

w(x)  Kraftاين نامعادله را نامعادله ( انجام شده است T در xهاي  ، كه مجموع روي تمام برگ∑≥1
  ).گويند مي

Lنشان دهيد كه اگر : 7-5- بتمرين    2L/3 تا L/3 برگ شامل زيردرختي است كه از L، آنگاه هر درخت دودويي با ≤2
  .برگ دارد

  ها مسئله      6- ب  
  .آميزي گراف رنگ   :  1- بمسئله   

c ، تابع G گراف k –آميزي   ، رنگG = (V, E)با توجه به گراف بدون جهت  : V {0,1,...,k 1}→  است به −
u,vطوري كه، براي هر يال  E∈،داريم ،c(u) c(v)≠ .1 ,0بارت ديگر، اعداد به ع, … , k – 1ي  دهنده  نشانk 

  . هاي متفاوتي داشته باشند رنگ هستند و رئوس همجوار بايد رنگ
  .آميزي شود تواند با دو رنگ، رنگ  نشان دهيد هر درخت مي.الف
  :اند  نشان دهيد كه موارد زير معادل.ب
1. Gدوبخشي است . 
2. Gآميزي است  با دو رنگ قابل رنگ. 
3. Gورهايي به طول فرد است فاقد د.  
  آميزي   رنگ، رنگd + 1تواند با   ميGثابت كنيد .  باشدG ماكزيمم درجه هر رأس در گراف d فرض كنيد .پ

  .شود     
)Oتواند با   ميG يال باشد، آنگاه O(|V|) داراي G نشان دهيد كه اگر .ت | V   .آميزي شود  رنگ، رنگ|

  .هاي دوست گراف   :  2- بمسئله   
. هاي بدون جهت بيان كرده سپس آن را اثبات كنيد هاي زير را به عنوان يك قضيه درباره گراف هر يك از گزاره

  .بودن، متقارن است ولي انعكاسي نيست فرض كنيد دوست
n در هر گروه با .الف   .ستان يكساني دارند نفر، دو نفر در گروه وجود دارند كه تعداد دو≤2
  .ي متقابل است  نفري، شامل سه دوست متقابل يا سه غريبه6 هر گروه .ب
  توانند به دو زيرگروه تقسيم شوند، به طوري كه حداقل نيمي از دوستان هر نفر، به   هر گروه از افراد مي.پ

  .     زيرگروهي تعلق دارد كه آن فرد، عضو آن گروه نيست
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  تواند حول ميزي بنشيند كه  وه، دوست حداقل نيمي از افراد آن گروه باشد، آنگاه گروه مي اگر هر فرد در گر.ت
  .گيرد ست قرار ميو     هر نفر بين دو د

  .هاي دوبخشي درخت   :  3- بمسئله   
كنند، لازم است گراف به دو بخش با اندازه  ها كار مي هاي تقسيم و حل كه روي گراف در بسياري از الگوريتم

هاي دوبخشي را بررسي  اين مسئله، درخت. آيد ريباً يكسان تقسيم شود، كه در اثر افراز رئوس به دست ميتق
لازم است هر وقت كه دو رأس كه پس از حذف . آيد ها به دست مي كند كه در اثر حذف تعداد كمي از يال مي
  .ها در يك زيردرخت قرار گرفتند، در يك افراز قرار داشته باشند يال
   B و A رأسي را به دو مجموعه kتوان رئوس در درخت دودويي   نشان دهيد كه با حذف يك يال، مي.فال

|       تقسيم كرد، به طوري كه  A | 3n / | و ≥4 B | 3n / 4≤.  
  مثالي از درخت براي اين كار . در بدترين حالت، بهينه است) الف( در قسمت 3/4 نشان دهيد كه ثابت .ب

   .A| = 3n/4|ترين افراز آن پس از حذف يك يال، داريم       دودويي ساده ارائه دهيد كه در متوازن
   رأسي را به دو مجموعه nتوان رئوس يك درخت دودويي   يال، ميO(lg n) نشان دهيد كه با حذف حداكثر .پ

     A و B افراز كرد، به طوري كه | A | n / 2= ⎢ ⎥⎣ | و ⎦ B | n / 2= ⎡ ⎤⎢ ⎥.  


